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Sottvott bed Utbetid^*, 



Sebec kennet bet teMc^.me4)amf4)en Sitetatur mi^. baß 
(Sortoltß grfjiungen in biefem Sweige bet SÄat^ematif, ^Uid) 
benen t>on ?>oncelet unb 9lat>ter/ ju ben üor8figlid)jien 
bct neuem Seit gehören. 

jDer 3n>edE ber beutfd)en ^erauggabe wn @orio(t8 
„Traite de la Mecanique des Corps solides et du Calcal 
de TEffet des Machines, Seconde Edition, Paris 1845." 
wel(i)t fc^on burc^ ben f(afftf(i()en 8Bert() be8 SBerfeS felbfl 
^inreic^enb 9ered)tferti9t würbe, iji jundd)jl ber: ju ?>on' 
celet'ß, »8el[)rbuc^ ber JCntDenbting ber SXed^ani! atif SRa^ 
[deinen« a(8 Einleitung unb Ergdnjung ju bienen, 
inbem bie erfie 2Cbtl[)ei(ung beg gegenwärtigen SBerfeS bie )um 
©tubium ber 3Rafd)inen erforberlid)en aUgenteinen Seljjren ber 
^e6)atdl fefler ^drper mt})ält, n)e(d)e ^once(et üoraug^ 
fe|t, unb in ber jweiten 2Cbtl[)ei(ung be{fe(ben 9)tand[)e8 weiter 
auögefßlfjrt wirb; atö bei |)onceIet. — 
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IV 



SBBaS bie beutfcf^e ^CuSgabe felbfl anlangt; fo n>trb {te 

^offentUcf^ ben @tnbrud etneS beutfd[)en iDrtgtna(eg mad}m, 

aUe fßotiÜQt beS fran)dftrcl[)en iDriginaleg ex^altm unb ju^ 

^Uiä) ben S8ort|>etl ber gröfem S3töiöfeit barbieten. — 
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iStike» Mapitel. 

©efc^wiiibigfett, Äraft, ©etoic^t, SKaffe unb ©ewegung 
eines matetiellen fünftes. 



Vbfolute unb relatioe Sewegung. 

§. 1. €ä5enn ein Sthtpzx feine Rage im JRaume verdnbert 
fo fageri wir, ba^ er m ^Bewegung fet, unb nennen biefe äBe« 
wegung eine abiolute, wenn wir bie fucceffiven Sogen be§ Mx^ 
^)erS auf fefte 9)unfte bejie^en; aber wenn ftcb jw^i Äcrper im 
STaume bewegen, unb man Jbetrad)tet bie äSBewegung be6 einen In 
JBejiebung auf ben anbern, fo wirb blefelbe eine relatit^e SSe« 
wegung genannt, wovjon man einen t)oHjiinbigern unb beutlicbern 
S5^griff gibt, wenn man fagt: bag bie relative Bewegung bieje« 
»ige iji, weld)e einer biefer . beiben Äorper für einen SBeobacbter 
aniunel()men fcbeint, weldj^er fiä) mit bem anbern Ä6rper fortbe^ 
wegt, . aber feine gage M fefl betradf^tet. 5Bon biefer Hxt ftnb 
öUe ^Bewegungen, welche wir auf ber ÖberflScbe ber @rbe beob« 
öcbten, unb welcbe wir für abfolute SBeweaungen l^alten, well wir 
fie auf ?)untte bejiel)en, bie wir aW feft betradf^ten. 2)iefer Um« 
ftanb f)atf wie wir in ber golge feben werben, auf bie Tfn« 
wenbungen ber ^JUä}mil weiter feineiu-SiHJÜiß; aUein biefc 
^Bewegungen finb in bei* Zhdt nur relä tit)e, well fic^ bie 
9)unfte, worauf wir jte besiegen, mit ber 6rbe im JRaume fort« 
bewegen. 

Um bie UnterfuclE)ungen über bie ^Bewegung ju t>ereinfa* 
d^trif wollen wir iunadj^jt nur materielle 9)unfte, b. \). 
Äirper betrachten, beren fimmtlid^e ©imenjionen ^egen bie von 
ihnen burd)laufenen Sldume alä unenblic^) flein an3.efe^en 
werben f innen. 
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§. 2. 3tir fBeurtl^etlitns ber {Bewegung etneS materteUen 
9)tfntteS im Staunte mu^ mon ncti^wenbtg jn^et (Elemente lennen, 
nÄmli4>: 1) feine fucceffit>en Sagen, ober bie bur^^laufenen 
Sliume, unb 2) bie Seiten, weldS^e biefer materielle ^unft ge« 
braucht, um t)on einer biefer Sagen in bie anbere uberiugel()en/ 
ober biefe 9l2ume ju bef4)reiben. 

SESir motten iunidS)|t annel^men, baß jtd) ber materielle 9>un!t 
naä) einer jeraben 8inie fortbewegt unb feine fuccefftoen Sagen 
auf einen m biefer geraben Sinie angenommenen feften §)unft, 
j. 83. auf bie anfinglid^e Sage, xotl(t)C man ben 2[nfang§« 
^> u n f t ber Jöewegung nennt, bejieljen. @8 bejeid^ne e bie Crnt? 
femung beS materteUen ^untteS ))on biefem 2(nfang6punfte nad) 
SSerlauf einer gewiffen TCnjal)! t)on 3eiteinl)eiten, wel^^e mir mit 
t bejci^^nen moUen, wo biefe Entfernung j. S5. al8 ipofitiü be« 
tracbtct wirb, wenn fid^ ber materielle ?)unft jur 8le4)ten brt 
2Cnfang6punf te8 unb al§ negativ, wenn er fidf) jur Sinfen 
befTelben beftnbet, unb enblicf) im 2(nfana$^unfte ber 83ewegung 
felbjl =0 ijl; b. ^. wenn e = ijl, fo ijt au^ e=0. 

SBenn baS 83erl()ältni§ y wi^renb ber ganjen ^Bewegung 

einen fonjlanten SBert^ bebdlt, b. I(^. wenn berSlaum eber Seitt 
iietS ;pro|)ortional iji; fo fagtman, bie SBeweguna ift gleich« 
f&rmig, unb biefe ijl bie einfacbfle oon allen möglichen ä93e? 
wegungen. S)ie gleidS^formigen ^Bewegungen unterf^^eiben ft^ 

iura) bie ®r6fie beS 83erl)attnijfe§ - \)on einanber, unb wenn 

biefeS S3erf:altni§ bei einer gleichförmigen SSewegung großer ifl, 
als bei einer anbern , ober wenn ber nacb SSerlauf berfelben Seit 
t bei ber erjlen SSewegung burd^laufene Slaum großer ifl, alö bei 
ber {Weiten; fo nennt man bie erfle fd^n eller, alö Jbie jweite/ 

xoeSf)alb man auö) baS SBerl&dttniß -^ bie ©efd^jwinbigfeit ber 

gleicbformigen JBewegimg nennt. 

SBenn t in «+-^e unb e in e + ^e iiberge^t, fo baß ^t bie 
}um S)urd)laufen beS 9laumeS ^e erforberlicbe Seit tft; fo l^at 
man nadjn bem 83egriffe ber glei(|if5rmigen ^Bewegung; 






JDa6 SBerlfealtniß ^ f ann alfo eben fo wol&l , wie ~ aK ÜRaß ber 

©efd^winbigfeit betrachtet werben, unb jwar, wie flein bie 
Seit M auä) fein mag. SBenn alfo dt ein unenblid^^ f lei« 
neS Seitetement, b. b. weld[)e$ Keiner ifl, ald iebe angebbare Seit, 
unb de ben wal^renb biefeö Seitelemente$ von bem materieUeti 
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fünfte burdl^Iaufenen Sßeg bc}et(l()net; fo fann bte ©efd^mtnbt^fdt 

tpicbcr inxd) ba§ SSerlj^altnifi ^ auSgebrurft werben. 

§. 3. ®ie ^Bewegung fann fo befdf^affen fein, baf ba« SSet« 

l^attnig -f ober ^, ober jj- n\ä)t fonjlant bleibt; aBbann 

if! pe feine gteid)f6rmtge mel^r/ «nb wirb beS]()aIb eine öeran*' 
berlic^^e IBewegung genannt. 

@^ beieid)ne ae wieber ben unenblic^ f (einen Sßeg, v^zlä)en 
ber materielle ?)unft nac^ SSerlauf ber B^it t wa^renb beS unenb* 
lidb f leinen 3eitelemente§ dt burcl()lduft; fo fann bie SSewegung 
toa^xcni biefer unenblic^ fleinenßeit al§ gleidf^firmig betradti« 

de 

tet werben, unb baS SSerl&altnifl -jj ijl wieber ber 2fu8bru<f ber 

de 

©efdj^winbigfeit. 2)iefe ©efdf^winbigfeit ^, mit weld(^er ^id) ber 

materielle ?)unft bewegen würbe, wenn er waf^renb einer enbli« 
c^en Seit bie gleid)f6rmige ^Bewegung beibel)ielte / weld[)e er nur 
wil^renb einer unenblid^ f leinen 3eit beibel^dlt, wirb bie ® e^ 
fcbwinbigfeit ber t)eranberlidj)en ^Bewegung genannt, 
unb ijl ni^t fonjlant, wie bei ber gleid[)f6rmigen Bewegung, 
fonbern nimmt jeben 2tugenblicf einen anbern SS^ertb an. 

2)a§ bi§l^er ©efagte laßt ftd) auä) Uiä)t geometrifd) barftellen. 
©enn wir wollen annet)men, baß ftc^ ber materielle ^unlt auf 
ber vertifalen geraben ßinie AE (gig. 1) t)on A gegen E bewegt, 
wd^renb biefe gerabe 8inie in berfelben @bene, mel(|e bie ber gi» 
gur iji, iparallel ju fid^ felbjl fo fortriicft, baß bie Entfernungen 
AA', AA", etc. ber 3eit pro^)ortional finb, unb afö SKaß ber* 
fetben bienen fonnen; fo ift leid)t einjufe^en, baß ber materielle 
|)unft, wenn er fic^ auf ber geraben 8inie AE gleidbformig 
bewegt, wdl^renb biefe gerabe 8inie in ber (Sbem EAT g leides 
f6rmig fortrurft, in biefer (Sbene eine gerabe ginie AmW 
befc^reibt. Senn wenn AW unb A"?n'' jwei beliebige JRdume 
barjiellen, welche ben burcb AA' unb AA^' bargejlellten 2Bertben 
wn t entfprecben; fo l)at man nad^ ben ^Begriffen ber gleic^^ffir* 
migen SBewegung: 

AW_A'V' 
AA' ~ AA" ' 

b. \). bie brei ?>unfte A, w', w'' liegen in geraber 8inie. 

SBenn ff^ aber ber materielle ?)unft auf ber geraben Sinie 
AE nxä)t gleidbf6rmig bewegt, wdbrenb AE gleid^formig fort« 
rucft; fo fann berfelbe auf ber ßbenc AET nur eine frumme 
8tnie AMW befdbreibcn, beren ^Cbfciffen bie SBertbe t)on t unb 
beren Ürbinaten bie 5Ugel)5rigen SBertl^e t>on e ftnb. 2)a6 SSer« 

de 

l^dltniß -jj brüdt aBbann befanntlid(^ bie SReigung be8 Stux^ 
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pmtUmtnM , beffen 9)ro)eIttDn dX \% gegen bie TCbfcifTenare AT 
fkvA, unb obaletd!^ biefe Steigung loon einem fünfte ber iCur))e ^^am 
anbern vcränberlid^ fjl; fo fann fie bo^) in ber ganjen 2fu§* 
be{)nung be§ betra(l[)teten ^urt>ene(emente$ a($ fonjlant angefel^en 
werben, weit man biefeS ©(ement aW gerabtinig betrad()ten fann. 

^ de 

Sbenfo fann bad SSer^altnifl ^ be9 unenbli4) fUtnen Staume^ de 

}u ber m feinem S3ef(l(^re{ben erforber(i(l(^en unenbli4) fleinen ^eit 
dt, obgteidS) e6 ftd!) jeben 2(uaenb(i(t ^nbert, wd^renb ber Seit dt 
aU fonjiant, unb folglidi^ ali ber Äuöbrucf ber ®efd()»inbiflfeit 
wd^renb biefer ätit betrad^tet werben. 

§. 4. SBenn fidS) ber materielle ?)unft juerjl über bem 
9)unfte A, ober überbauet auf ber Seite biefeS 9)unfteS beffnbet, 
wo bie !pofitit)en Entfernungen e genommen werben, unb ftd^ 
bann bem 2Cnfang§punfte A nal)ert; fo entfpredben pofitit)en 
aßertben t>on dt negatt))e Sßertf^e t>on de, weit e abnimmt, 

unb — ijl aföbann negatit). 2)ie ®efC()Winbigfeit be« materiell 

len $unfte$ mu^ alfo in biefem ^aUt aB negattt) betrachtet 
werben. 

SBenn ^d) ber betveg(i(l(^e $unft ^uerfl unter bem TCnfangS' 
punfte A, ober überbauet auf ber ©eite beffelben beffnbet, wo bie 
negativen Entfernungen e genommen werben , unb ftdl^ bann 
biefem 3Cnfang«punfte A nähert; fo b«t de für pofitit>e äBertbe 
oon dt \>ai entgegengefei^te 3eid(^en Don e, b. 1^. de i\t pofittt), 

de 

unb foIglidS) auc^- baS aSer()aItniß ^. Sie ©efdf^winbigfeit bed 

materiellen ^unfteS muf alfo in biefem f^alle ali p(^fitio be« 
trachtet werben. 

SGBenn ber bewegli^^e ?)unft wieber auf ber ©eite ber nega« 
tioen c liegt unb ftcib ^om Änfan^öpunfte A entfernt, fo l^at 
de baffelbe 3^icl()en ali e, b. 1^. de \^ für pofttiDe SBertl)e t>on 

de 

dt negativ, unb folglich baS SSerbattniß -j n e g a t i t). Sie ®e« 

f(^winbigfett mufl alfo in biefem ^aUe al$ negattt) betrachtet 
werben. 

JSurj, bie ©cfcbwinbigfeit mufi icbcSmal at« pofitit) be« 
trachtet werben, wenn fic^ ber materielle 9)unft in bem ©inne ber 
))ofitit)en e UxotaX, unb ali negatit), wenn er {td^ in ent» 
gegengefegtem ©inne bewegt. 

SrSg^ett tinb ^roft. 

§. 5. Die grfabrun^ tebrt, baß ein Äorper, welcher ftc^ mit 
einer gewiffen ©efc^winbigfeit nadS^ einer gewiffen 9iid^tung be« 
wegt, biefe 9tid[)tung unb biefe ©efd^winbigfeit beftp langer behalt, 
ober wenigjienS ju bebalten ftrebt, jemeljr bie aufern •^inberniffe. 
Wie ber SBiberffanb ber Suft, bie {Reibung, etc. befeittgt werben/ 
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ttnb man muf bal^er annelj^meti/ bafi ber materielle $unft feine 
m^ptuxiQlid^e ®efc()n)inbiafeit unb JÄic^^tung fortwdferenb beibe^aU 
ten würbe, wenn feine iÖewegung burc^ feine frembartige Urfad()e 
jeanbert würbe. 

2)ie grfabrung tebrt aud^, baß, wenn ein Äorper ober mate« 
rieUer 9)unft auS bem ßuftanbe ber Stulpe in ben ber S3ewegung 
übergebt, biefeö immer vermöge einer fremben UrfadSje gefcbie^t 
2)iefe ©igenfcbaft ber ÜÄaterie, bafi fie i1)xm Sw^anb ber ffiewe» 
gung, ober ber 9Jube nid)t t)on felbjt anbern fann, wirb bie 
Sragftett ober baS SebarrungSüermogen berfelben ge« 
nannt, unb jebe Urfacbe, wefcbe ben äuflanb ber ^Bewegung, ober 
ber 9iube eine« Äor^erö t>eranbert, ober ju »eranbern ftrebt, nennt 
man eine Äraft. 

Sei einer Äraft ift breierlei ju unterfcbeiben : 1) ber 
f)unft, auf welcbenfte wirft, if)r ÄngriffSpunf t; 2)xf)tt 8?i(f)« 
tung, b. 1^. bie Slicbtung unb ber @inn ber geraben ginie, nadf^ 
weld^er jid& ber Körper ober materiette 9)unft bewegen würbe^ 
wenn er ber SBirfung biefer Äraft folgte, unb 3) bie 3nten fi* 
t&t ober ©tarfe biefer Äraft, welcbe ftd?, wie wir \oQk\i) fe< 
t)en werben, wie aUt übrigen ®roßen/ burdi^ ä^^I^n au6brüi 
den la^t. 

©ie erfte Sbee ber Äraft erifjalten wir burc^ bie Jfnftrenaung 
ober ben Srucf, welcben wir ausüben muffen, um einen Stotp^t 

! legen bie SBirfung ber ©cbwere in 3lube ju erl&alten, ober ben« 
elben md) einer gewiffen SRicbtung fort ju jieben ober ju fcbieben, 
fo baß feine ©efcbwinbigfeit aUma^tic^ junimmr. SBenn man in 
beiben SdHen jwifdSjen ben Äorper unb bie »^anb, wejcbe benfet 
ben in Slube erbdit, ober fortbeweget, eine ge.b erwäge (3>9na« 
mometer) bringt, fo erfd^ iic geber eine gewiffe JBiegung, 
welcbe t)on ber Otdrfe ber wirfenben Äraft abfangt, unb wenn 
jwei Jtrdfte unter benfelben Umjlanben fucceffit)e biefer geber bies 
felbe aSiegung geben; fo muffen jie offenbar M t^ollfommen 
aUxd^ angefeben werben. 2)enft man ficb aföbann, bag biefc 
beiben gteid^en JIrdfte glcid?jeitig unb in bemfelben Sinne 
auf bie geber wirfen, unb burcb ibre t^ereinte SBirfung biefer gcs 
ber einen neuen ®rab t)on JBiegung ertl)ei(en; fo mn^ jebe Äraft, 
welcbe unter benfelben Umjldnben für fic^ a Hl ein biefelbe Sie« 
gung bergeber bewirfen fann, alö ber ©umme ber beiben erften 
Ärdfte ober bem ©o^pelten jeber berfelben gleich betrad^tet 
werben. 9Ran fiebt leicbt ein, ba§ man auf biefelbe SBeife bar» 
ti^vn fann, bag eine Äraft baö ©reifacbe, SJierfad^e, etc. einer 
anbern Äraft ijl, unb wenn man bie Äraft jur 6inlf)eit nimmt, 
toeUbe einer gegebenen S^ber eine beflimmte S3iegung ertlS)eilen 
fann; fo fann man bie Ärdfte, wie alle übrigen ©ropen, mef« 
fen, unb folglic|^ burc^ äa^len auSbrütfen. 
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IBcft^Ceunfguttg* 

§. 6. SQBir wottcn nun bie JRclationen ju bejlimmcn fuci()cn^ 
»cl(l)e jwifc^en ben Gräften unb ben burcp jte l^ervotgebrac^tcn 
äBeweoungcn jiatt fi'nben, unb junad^tl ben gatt betrauten, wo 
biefe Äraftc bejlanbig nad^ bet Stic^tung bcr ®efd)tt)tnbiafcit be6 
matcrieUen ?)unfte6 wirfcn, alfo bic SScwcgung beffeloen eine 
gerabtinige ijl. 2)ie grfabrung Ibat gelehrt, baß bie SSJirfung 
einer Äraft auf einen Mxpet »on ber ®efcl)n)inbi9feit unabb^ngig 
ift, weldbe biefer Äörper fd^on i)at, fo baß biefe Äraft, wenn fte 
einem nil^enben Mxptx wdbrenb einer bejiimmten ^eit eine ge« 
wiffe (Sefcbwinbigfeit ertbeifen !ann, bemfelben bereite in SSewe« 
gung befinblicben Körper genau biefelbe ®efcbwinbigfeit§juna](^.me 
ert^eiU. 

»Öierauö folgt: baß bie SBirfung einer fonjlanten Äraft auf 
einen ''ftd) bereits mit einer gewiffen ©efdbwinbigfeit bewegenben 
Ä6rper barin beftebt, biefe ©efcbwinbigfeit in gleichen Z^itzn um 
gleiche ©roßen ju t>ermebren. SBenn alfo u bie anfdnglidE^e ®^^ 
fdS)winbigfeit be§ Äorperö bejeicbnet, unb biefe ®ef(l)winbigfeit 
nimmt wabrenb be§ 3eittbeildben6 M um ^u ju; fo nimmt ^ jte 
wdbrenb eine6 iweiteh äeittbeilcbend At wieber um biefelbe ®r6ße 

Au ju, unb ba§ SSerbaltniß -^ bleibt f onftant, fo lange bie Äraft 

An 

fonftant bleibt. 2)iefe§ SSerbaltniß -^ , weld()eS wir mit f be* 

geid^nen wollen, wirb bie S5efdbleunigung genannt, unb baf« 
fetbe brürft in ber Zi^at bie ®efd)winbigfeit6iunabme Au au8, 
wenn bie entfpredf)enbe Seitbauer Ae jur din^tit genommen 
wirb. 

SBenn F bie Äraft bejeidf^net, weld(>e bie JBefdbleunigung (p 
|)ert>orbringt, unb F ijl f onftant; fo ijl (p offenbar aucb fonjlant, 
unb wenn jtdf) F wdbrenb ber 2)auer ber Jöewegung dnbert, fo 
lebrt bie SSeobacbtimg, baß jid^ ba§ IBerl^dltniß f auf gleidb« 
®eife dnbert, b. b- bie SBertbe t)on <p bleiben benen \)on F pro« 
^>ortional. SBenn alfo bie SSefcbleunigung (p fonfiant ijl, fo 
wirb j!e aud) burcb eine fonftante Äraft beroorgebradbt. 

25er freie gall eine§ fd()weren Ä5rperS im leeren JRaume 
bietet ein S3eifpiel üon einer ^Bewegung bar, worin bie fficfc^leu« 
nigung fonfiant ift. 5)iefe a5efdt)leunigung, weld[)e man mit g ju 
beieidt)nen pflegt, betrdgt auf ber (Sternwarte ju ?>ari6 für jebe 
©efunbe 9^8088, worau6 folgt, baß bie Äraft, welcbe ben %aU 
ber Äorper bewirft, b. b- bie ©dbwerfraft, eine fonjlante 
Äraft ift, ober baß ba§ ®ewidbt eine^ it6rper§ wdbrenb bet 
ganjen 35auer (eineS galleS baffelbe bleibt. 

SBenn p ta^ ®ewidf)t eine6 Äorperö unb F bie Äraft bejeldS)* 
net, weldbe bemfelben in ber ©efunbe eine Sefdbleunigung ^ er« 
tbeilen !ann; fo bot man wegen ber?)roportionalitdtjwif^en ben 
SBertben üon F unb f bie Delation; 
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©ie ©rfal&rung Uf)tt ferner, baf , wenn eine Äraft F fuccef« 
ftt)e auf }n)et Körper ))on t)erf(l()iebenen ©etptdS^ten o unb p^ xoittt, 
bie JBefd&teunigungen «p unb <p', welche jte benfelben ert()eilt, im 
um8efel()rten SSerJ^dltnifTe biefer ©etpid&te llef^en, fo bof 
man f)at: 

ober tpenn man für (p feinen SBertl^ -F fe^t: 

©ie JHetation f ="r/ wetd^e für benfetben Äirper unb ffir 

öerfdbiebene SBert(;e ber Äraft F jtatt ffnbet, bti)hlt alfo aucl(> t^re 
©ulttgfcit, tcenn man von einem Ä6rper ju einem anbern übergebt/ 
unb mitbin werben bie ®efefee ber gerabliniaen äBewegung, wctdS)« 
t>on einer ^rc^ft l^ert>orgebra(ibt mirb, bie xoa^xeni ber S)auer bie« 
fer 93en)egung fonffant bleibt, burdl^ bie eine ©(eid^^ung: 

oi ober-r- = — 
AI p 

audgebrucft. 

§. 7. 3n bem SSor^erge^enben l^aben wir DorauSgefe^t, baff 
bie ^raft nad) bem @inne ber @ef4)winbigfett felbfl wirft; aber 
wenn jie in entgcgengefe|tem Sinne wirfte, fo würbe jte 
m(i)t eine Swnal^me, fonbern eine Abnahme ber (SefdE^winbigfeit 

An 

^ertoorbringen, unb bie ©roße A«, folgli^) aud^ ^ ober ^ müßte 

aiebann ba$ entgegenge feilte Seidigen ber anf(lnglid[)en ®e« 
fdl^winbigfeit u l^aben. SBenn man F unb u ali ))ofitit) be< 
tradl^tet, wenn ber ®inn x\)m JRid^tung ber iji, in weldf^em bie 
}Jofiti\)en ßntfernungen e junelfemen, unb ali negatit», wenn 
jte einen entgegengefe|ten @inn böben; fo baben bie ®r6« 
^en F unb (p immer baffefbe Seidj^en, unb bie 9telation: 

A«i_^ 
Al~ p" 

ftnbet fowobi in fBeiiebung auf bie 3ei(l(^en/ ali in {ßejiel^ttng 
auf bie 3a()Unwert^e {iatt. 
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tenn man jwei \>hUx^ ibentifd)c Äftrper ju einem einjtgen 
)t, fo baß biefcr jutjertäfftg bie boppcite ^Quantität 9Rates 



Ol a r f e. 

§. 8. ©ie t)on ber ®df)were l^erritl^renbe JBefd^tcunigwig «r 
ift nict)t in allen fünften ber erboberfläd^e biefetbe, iinb j. iö. 
unter bem Xequator etwa6 geringer, ali jit ?)ariS; aber wenn 
jidS) bie ®r6ße flp änbert, fo anbert [xä) ba« ©cwid&t ber Äorper 
audi) in bemfetben Serlf)i(tniffe* fo baß für benfelben Ä6rs 

per baö SSerl^altniß £- feineS ®mxö)M )U ber S3efcibt^unigttng ^ 

eine fonffante ®r5ße ift, in wetdf^em ?)unfte ber ©rboberflacl&e fid) 

btefer Körper auc^ beftnben mag. ©iefe$ SSer^^Itniß £. , n>elc()ed 

pdb t?on bem einen Jtorper ju bem anbern dnbert, aber für ben« 
felben Äorper fenltent ift, wirb bie SRaffe biefe« Ä6r^)erS ge« 
nannt. 25a man mit biefem k^tm 2Cu^brucfe gewil^nlidb bie 
ßuantitat ber 9Raterie bejeidS)net, worauf ein Äorper be- 
ftelS)t, fo l^aben wir noö) nilS)er ju jeigen, worauf fid) biefe lefete 

JBebeutung be« SSerlf^dltniffe« j grünbet 

•" laSenn 

»ereinigt 

rte entbalt; fo ergibt ftd^, baß äud^ baS ©ewidbt boppeU fo groß 

geworben, aber bie S5efd(^leumgung g ungeanbert geblieben ift, 

unb folglid) l^at ftc^ ber Sßertf^ beS S3er^attniffe6 Cmit ber£luan$ 

txtat ber SKaterie jugteid) t^erbojjpelt, unb im Jfifgemeinen ffnbet 
man bei Körpern t>on berfelben @ubftan}, baß ftd^ bie i&uantitclt 

ber SRaterie unb ba8 aSerJ[)altntß - Proportional Änbern , fo baß 

g 

lefetereS al6 SRaß ber erftern bienen fann. JBei t)erfcl(^iebenen @ub^ 

ftanjen fann man jwar nid^t unbebingt bel()au))ten > baß einem 

boppelten S5JertI)e t)on 2- eine boppelte £luantitÄt ber ÜRatette 

entfpri(l)t; allein bie Analogie fülE)rt ju biefer 7Cnnai)me, woburdb 
p(l) übrigens allein erflaren laßt, wie baö ®ewidS)t boppelt fo groß 
werben fann, obne baß jid) bieS3efcl^leunigung gednbert 1)at 2)te 
Quantität ber ÜRaterie, ober bie SRaffe eineS Äorperä 

fann folglich burdl^ bad 93erl)dltntß £- , weld^ieS man gew6l()nlt<l(f 

9 

hnrd) m bejeid&net, auSaebrücft werben. SKan fann ai\d) fagen: 
i)aß bie SRaffe eine§ Äorperö ba6 ©ewic^t ift, weldbeS er ^aben 
würbe, wenn man benfelben in eine Entfernung t)on ber 6rbe 
bringen f6nnte, wo bie fl5efd)leunigung g ber 8dngeneinl&eit, b. f)^ 

= 1 SReter ift; benn alöbann . rebucirte ^id) iai SSerl;dltniß £ 

auf p. 

- §.9. 3n Sranfreid^, unb bei wijfenf(i^aftKcI)en Untetfud()uns 
$en fel^r oft auc^ in ©eutfd(^lanb, nimmt man boS Kilogramm 
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*ber ba« ®miä)t t>on 1 Zitex beftiUirtem SSSaffer bei ber Zempt^ 
ratur t)on 4",1, auf ber parifer Sternwarte bejiimmt, jur @in* 
beit be$ ®en)t4)te6/ ober altgemein/ }ur @inbett ber 
Äraft 

^te SSefcbleuntgung <?^ tft eine Sänge/ nimlid) bteienige/ 
weld()e ber materielle 9)imft in ber ©efunbe burcblaufen würbe, 
wenn er ficb wd^renb biefer ^eit mit ber fonjlanten ©efcbwinbij* 
feit bewegte, um welche feine ©efcbwinbigfeit unter ber SBirfung 
ber Äraft E wabrenb berfelben Seit jugenommen hat :Bie Sin« 
i)dt t>on <p ijl folglicl^ ba§ 2Reter, wie bie »on g ober 9»,8088. 

2)ie ©leidf^ung 9^=5r— ijt fclglicb homogen imb briicft bie 

P F 

©teid^b^it jweier Sdngen atxi, weil baS SSerbaltnifi <» eine abflratte 

3abl ifr . ^ 

£iefe ®Iei(bung lafit {tcb auf eine anbere $orm bringen, 
wenn man ben S3egriff ber SKaffe in biefelbe einfuhrt; benn fefet 

man ?-= m, fo t)erwanbett fie fi4) in folgenbc: 

9 

V 

<p = - ober F =m(p. 

dlelatton itoifd)tn einer Jtrafc t)on ver&nberlid^er Gftdrfe unb ber Sewcgung, 
wel^e 1!e hervorbringt. 

. §. 10. ^ ©ie ^aft F fann aud&, jlatt fonpant ju fein, il()re 
3ntenfi tat ober @tirfe jeben Xugenblirf änbern, unb babei 
fletö bie fonftante 9licl(^tung ber ©efcbwinbigfeit bc§ bewegten 
?)unfte§ beibebalten. SBenn man fi^ bie 3eit in fe^r fleine 3n- 
tert)atte ät getf)eitt tjorftelft, fo fann man annehmen, ba§ bie 
Äraft F wäbtenb ber Sauer tine^ fold()eS 3eittbeile§ M nabe ju 
fonffant bleibt, unb alSbann b<^t man wd()renb biefer 3eit: 

^ ^1« F 

wie flein bad 3eitinter))all M awd) fein mag. 2)a bie SBeohad^^ 
tung gejeigt bat, baß biefe ®lei^ung wirflieb für febr ^fleine Seit« 
interüalfe jlattftnbet, fo nimmt man an, baß fie aucf) für u n e n b» 
li^ fleine 3eittbeilcl(^en ^att ftnbet, unb baß man folglich in 
aller Strenge bat: 

du F 

WO jj bie ©renje t)on^ bejeic^net, wenn fid) M o^ne enb€ 
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bem aSertllie 91 uU nÄl^ert. S)tefe fjormcl wirb fibrigen« buwb bie 
barauS abgeleiteten ^olcjerungen / meiere mit ber SSeobad^tung 
&berein{{tmmen/ aK xiä)tic^ befl&tigt/ unb man ftebt (et(i;)t ein/ 
baß fie fowol)! für bie 3ei4)en, wie für bie abfoluten SBertIgie 
ftattfinbet. 

SSermittelfi biefer ©leidbung fann man alle 2(ufaaben über 
bie gerablinige IBewegung ber Ä6r<)er ober materieuen ?)unfte 
l6fen, wobei wir imö jeboQ bier nidbt aufhalten, fonbcrn bloß bie 
beiben «Hauptaufgaben naiver erörtern wollen / um wenig jlenS 
ju jeigen, auf wel^e SRafleinbeit jebe ®r6fie bejogen werben 
muf. 

«Hauptaufgaben über bie gerablinige Sewegung ber Jtdrper. ^ 

§. 11. ®rfte 9(ufoabe: SBenn bie Äraft F gege* 
ben {{!/ bie baburcb b^^^^orgebrad^^te &3ewegung ju 
bejlimmen. 

2(ufl. SBir wollen junidbji annehmen, bafi bie Jtraft F 
fonffant unb fowobl/ aU ba§ ©ewicbtjp beö Ä6rperS in Äilo« 
grammen gegeben ifl; fo ijl nad) §. o bie S5efcbfeunigung ber 

®efcbwinbigfcit in ber ©feunbe f onpant unb = flr - , weldbeö, 

P 
wie g, SReter auSbrüdft. SBenn t bie^Cnjabl ber feit bem^tugen- 
blicfe, wo bie ©efcfewinbigfelt be6 Ä6rper^ = Uq war, DerffofTe^ 
nen ©efunben unb u feine ® efcbwinbigf eit am QnU biefer Zeit 
bejeicbnet; fo wirb bie SSefcbteunigung ber ©efcbwinbigfeit m— «t 

für bie Seit t folglid^ auSgebrürft iixtä) g-^f «nb man bat: 

tt = ««a+fl'-t (1) 

P 

^tnn e ben 9laum bejetcbnet/ ben ber Mxpct feit bem TCugem 
Uidt, t>on welchem an bie 3eit t gejäblt wirb, unb wo bie ©e« 
fd(^winbigf eit = u^ ifl, befd^^rieben i)at\ fo bat man nad^ §. 3: 

de 
dt' 

woraus folgt/ wenn man integrirt: 

e=M+/y^^. (2) 

2)ie burdb biefe ®Ieidbung au6gebrudte jßewegung wirb eine 
gleidbf6rmig t)erdnberrt(be genannt, woDon ber t)ertifale 
^a\i fc^werer Ä6rper im leeren JRaume baS bemerfenSwertbejle 
deif)>iel barbi^tet SBenn bie Jtraft F/ wie wir biSb^^ t^orauige^ 
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fe|t f^ahetif in bem @tnne ber anfSngUd^n ®efc^tombtgtett «^ 
wirft; fö nimmt bcr Staum e fortwa^rcnb mit ber 3eit t in, 
unb bleibt immer jjojitit) ; aber wenn bie Äraft F in bem entge* 
genaefe^ten @inne t>on bem ber anfänalic^en ©efcbwinbigteit «t 
wirft/ fo muß man in ber Sleicbung (1) bad äeicben be^ @lies 
be«, worin bie ÄraftF Dorfommt in ba§ entgegengefefete t>erwan« 
beln. 3n biefem %a\le bot ber 97aum e einen g rieten pofitt« 
toen SBertb/ unb wenn bie Seit t nad) Srretd^ung beffelben nod^ 
weiter junimmt; fo nimmt ber fRaum e wieber ab, wirb 91 uU^ 
bann negatit) unb nimmt in negatioem @inne fortw^btenb ju. 
SSSenn ber Abxptt, auf welchen eine tonftante itraft F wirft/ 
von ber Stu^e ausgebt/ fo l^at man bIo6: 

Ff, 

u =g — 
p 



unb: 



F^ 

' = ^jj 



Die Äraft F fann alfo auögebrucft werben burdj) : 

JBei bem t)ertifalen Satte fcbwerer Xbxpex im leeren JRaumc ifl 
F=p, unb wenn man ber Äurje wegen «§= fe^t; fo rebuci* 
ren \id) bie ®leid()ungen (1) unb (2) auf: 

u=gt unb e= ^ , 

unb wenn man t tlimimxt, fo erl^^lt man: 

C =r-/ ober U = y 2ge. 
Ig 

SBenn ber Mxpex mit einer ©efdjjwtnbijfeit u in »ertifater SRid^« 
tung üon unten mi) oben bewegt wirb, fo laßt fic^ leidet jeis 
gen, baf bie gr6ßte ^of)e, wel^e er erreid)t, burcb bie ®lei« 
%ung: 

gegeben wirb. :&iefe Slelation sw{fc()en bem befcbriebenen Staume 
e unb ber ®efdf)winbigfeit u wirb in ber SKed()anif fel^r l^aupg 
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mgetvanbt. fl3e{ bem %aUt \d)mxtx Xhtpet pflegt man ben 
Stanm e ^mhWi^ ^^^ * jw bejeic^nen/ ber 2Cu§brurf j- wirb 
bie ber ©efcfcwirtbigfeit t« entfprecfeenbegöU()6l)e unb ber 2(u6bru(f 
KaJI bie ber SaUfcol^e A entfprect^enbe ©e^winbigfeit genannt 

9Bir wollen nun annet)men/ ba^ bte£raft F \>eranbernd(f 
fei, fo fann biefetbe aii^ eine %vix\ttion ber Seit t, ober be« 0iau« 
me^ e, ober enblic^ ber ©efdt^winbigfeit u gegeben fein, «nb in 
aUen brei SäUen 1)at man md^ §. 10: 

du V 

tp Ober -j^^g,j. (3) 

SBenn bie .Kraft F als gunftion ber Seit gegeben ijl, fo 
baß F=/(0 ijl; fo tjerwanbelt ficb bie ©leic^nng (3) in fo(« 
genbe : 

du ^i^ fit) dt 

unb gibt: 

u=u.+ Lj^^'fit)dt, 

folgli* : 

^enn bie itraft F alS^gunftion beS Staumed b gegeben, 
a(fo ¥=f(e) ijt, fo erl^alt man, wenn man ben erjien Sl^eiC ber 

®letdtiung (3) mit u unb ben jweiten mit ^ multiplicirt : 

di 



udu =^fie)de, 
P 

unb wenn tt0 bie bem Slaume e» entfpred[)enbe @efcbwinbig{ett be< 
^eid^^net; fo l^at man, wenn man integrirt: 

««=«.« + ^/"V(c)de. 

«hieraus ergibt ft^: 
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unb mitl()tn: 

SSBenu bteiCraftF als Sunftion ber (Scfe^tDinbigleit 
« gegeben, alfo F=/(tf) ijl; fo Derwanbelt ftdS> bie ©leidtiunfl (3) 
in folgenbe: 



du 



xooxavLi folgt: 



.,=7^(")' 






tinb toenn Us bie f = entfpre(l|)enbe anfängliche (Bef^^n^inbtgfeit 
ifl; fo ztf)iit man, mnn man integrirt: 

SQ8enn* man bicfe lefete Sntegration t>err{dE)ten unb « = ij^ (0 
ober j^ = T}/(t) erl^altcn fann, fo ergibt ftdf): 

§. 12. Stv^ite 9Iuf(|aBe: SBenn bte S3en)egung be$ 
Äorperö gegeben ijl, bie Äraft ju finben, xoelöft 
jeben 3Citgc.nblicf auf benfelben wirft. 

XufL 25a bie JBenjegung beS Ä6r>)er§ befannt ip/ fo fann 
ber 9Jaum e a(6 eine (^eaebene gunfticn ber Seit bttxaä)ttt wer^ 
ben, fo baß man e=^f(t) \)at •^ierauö ergibt ftd^ burcb 2)iffe* 
renjirung: 



t^u=tiOxm\>j = f^r{t), 
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p 

uni ba bie »cfcl^Ieumgung f bur4> g j auSgebrficft toirb; fo 

tommt : 

2)a t f)Hx immer eine TCnjal^l oon ©efunben unb f(t) eine ginge 
üu§brit(ft, weil fii)-=e ift; fo brücfen bie 2CbIeitungen f'{l) unb 
f (t) aud) gingen au^, unb F brücft eine Änjal^I t>on Äitogram* 
men quÖ/ n7el(l[)e man erbitte n>enn man ba$ @>en)idbt p beS £6r« 

j)er« burdj^ ba§ SSerI)iltniß — - jmeier gangen / b. \). burcfe eine 

übfirafte Sö^t muttipKcirt. 

®enn jtcb ber Ä6rper Dertifal auf ^ ober niebenoirtS bewegt^ 
fo ijl fein ®miöi)t p fcbon eine Äraft, wetcbe fuccefjtoe auf ibn 
wirft, unb wenn man bie Äraft F' wiffen will, xotld^c man jeben 
2Cugenblicf ju biefem ©ewicbte l^injufügen, ober baoon binwegnel^* 
men mufl, bamjt ftdj) ber Ä6rper mit einer gegebenen Bewegung 
auf? ober abwärts bewegt; fo f)at man jur S3eftimmung biefer 
Äraft bie ©leic^ung : 

P+F=Jr(e), folg«* F=^p[^^- l]. 

Senadjbem alfo /" (e) grJger, ober Heiner at6 g iji, ift bie JCrafr 
F' pofitit), ober negativ, b. b. fie wirft in bem @inne t>on p, ober 
in bem entgegengefefeten^ Sinne. 

SaSenn j. 33. ein Äorper auf einer Ijortjontalen Sbene liegt, 
welcbe ftd^ mit. einer gleicbformigcn fiSewegung abwarte bewegt; 
fo ift ber Drucf, wetdjen btefe @bene t>on unten nad^ oben auf 
ben Ä6rper, ober ber 2)rucf, welchen biefer Äorper tjon oben nacb 
unten auf bie ebene ausübt, bem @tmd)U be6 ÄbrperS gleich, 
wie wenn bie @bene, worauf ber Äorper rubt, unbeweglicb wäre. 
2)enn ba ftc^ biefer Ä6rper glei^f5rmig ,^ b. \), fo nieberwartS be? 
wegen foU, bag fiel) bie bcfd&riebenen JKaume wie bie Seiten Der« 
()alten; fo ift bie (Sleicbung feiner S5ewegung oon ber gorm: 

b. \). in biefem gaHe ift bie gunction / (e) = e» + Ae. 2Ran 
l^at alfo: 

f'(t)=A unb f'\t)=0' 

unb folglich ifl ber 2>rucf, welcben bie ebene auf ben Ä5rper 
auSfibt, F'= — p unb ber, welchen ber Äirper auf bie ebene 
ausübt, mithin = + p, b. f). gleic^i bem ©ewidS^te beis Ä6rper§. 
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Jttummlinige S3ett>edung. 

§. 13. fßiiUx f)ahm wir tJorauSgefefet, bag We Äraft in 
ber 3lic^)tun9 ber ©efd^wtnbi.qfcit be6 Ä6rperS felbjl wirft, in 
weld^em befanbcrn ^alle bie ' S3eweaung ^erablinig ifl, unb 
wir wollen nun «nterfud&en , xvai jtatt fmbet, wenn bie JEroft 
ieben 2fugcnblicf nad) einer anbern 9?id)tun9, alS bie ber ®e« 
fcl[)winbiflreit be6 ÄDr<)er§ wirft, in welcbcm gaUe bie l()ert?orge« 
brachte JBewegiing eine frummlinige ift; aber }ut)or iji er« 
forberlicl), bag wir einige neue S5e%}riff§bejiimmungen über bie 
©efc^winbigfeiten unb Ärafte fepfel^en. 

3ufammenfe|ung ber ^efd^wtnbigfetten. 
, SBenn fidb ein materieller 9)unft mit einer ®efd)winbigfeit 

de 

o = "jj bewegt, beren [Richtung mit brei red^twinfligen Äoorbi» 

natenaren bie SBinfel a, ß, ^ bilbet, unb man ^Jrojicirt jeben 
Jfugenblidf bie gage biefe§ ?)unfte8 auf biefe 2C):en; fo fann man 
jcbe Drojeftion at6 einen §)unft betrad)ten, welcher ftd) auf ber 
entfpred)enben 2(re bewegt. 2)ie ?)rojeftion beS beweglichen 93unfs 
tei auf bie 2(re ber a; j. Sä, befdjreibt auf biefer Are wil)renb 
beS äeitelementeö rfe einen unenblid) f (einen 2Beg dx, weldjer 
nid?t§ anber§ ijt, alö bie 9)rojefticn beS t)on bem materiellen 
?)unfte im {Räume wirflid^ befdj^riebenen unenblicb fleinen SSSegeS 
de, unb bie ©efd^winbigfeit ber betracl)teten ?)roieftion wirb naö) 

, dx 

bem in §. 3 ©efagten offenbar au6gebrucft burdf) y^ . 

2)ie ©efd&winbigfeiten ber ?)roieftionen beö beweglid^en 9)unf« 
teö auf ben brei %xm finb folgtid^ : 

c/« dy dz 
dt ' dt' Tt' 

unb ba man l()at: 

i{ar=:de.co$ a, dy^de.cosß, dus^de.coBf, 

fo iß anä) : 

J« de lÜt/ d$ ^ dz de 

- = -.C08«,-=-.cos^,- = -.cosy, 

ober wenn man bie ®ef4)winbigfeiten ber 9)roieftionen mit u, 
V, w beieici[)net: 

«SSOCOSa, Ds=s6»C0SS, lOSSOCOS/. 

Digitized by VjOOQ IC 



^ i6 -. 

^ieft 9>roiefHonni b(t ®ef4>n)inb{gfeit e = — auf bie brei 

3(ren n)erben aucf) tl()re Komponenten m6) btefen %i:en je» 
nannt, unb au^ ber SEl^eorie ber ^rojeftionen folgt, bafi bie ®e« 
fcbn^mbigfeit a> bie £)iagonate beS au6 tl^ren brei Kom))onenten 
ronftruirten recf^ttoinfUgen $araae(e))i))ebumS ifl. 9Xan ||ot 
folglich): 



o:=zyu^+ffl+u>^, 



ober: 



SBir wollen nun anneljmen, baß, wd^renb fid) ber materielle 
9>unft mit einer @efd[)n)inbi9f eit 0, beren 9Jicl)tung mit ben brei 
Äoorbfnatenaren refp. bieSBinfel a, ß, y bilbet, fortbewegt, biefe 
Ären felbfl bei unoerdnberter Sfidbtuna, alfo audb ber TCnfangä« 
punft ffd) mit einer ©efdf^winbiflfeit Ü fortbewegen, beren SHcb« 
tuna mit biefen Ären refp. bie SBinf el a, h, c bilbet ; fo befielet 
}. S. bie @efammtbewegung beS materiellen ^unfteS in bem 
©tnne ber x offenbar ai\^ feiner Bewegung in biefem Sinne in 
fi3ejie^ung auf ben bewegli4)en ^(nfangSpnnft unb aui ber S3e^ 
wegung biefe« 2Cnföng§punfte6 felbft in bemfelben (Sinne unb in 
IBejiebung auf bie fejlen Ären, ©affelbe gilt für bie Sfic^tung 
ber y unb bie ber z, fo bag bie Komponenten ber wirfticl^en ©e^: 
fc^wtnbtgfeit be§ beweglid^en ^^unfteS im IKaume nad^ ben brei 
Ären refp. au^gebrücft werben burd^^: 

Ucosa + ocosa, Ucos64~^<^<'s^/ U'cosc + cosy. 

SHun feien MA unb MB {^ia. 2) bie SBege, weldje ber materielle 
9)unft iM in ber ©efunbe befcbreiben würbe, wenn berfetbe wdb« 
renb biefer 3eit bie eine, ober bie anbere ber beiben ®efAwinbig« 
feiten ü unb w beibehielte. SQBir wollen AB' gleidj) unb paralul 
ju MB unb bann MB' jie^en, fo ift: . 

Ucosa+cocosa 

ber Äu6bru(f ber" ?)roief tion ber aebro4)enen ginie'MAB' auf bie 
Are ber x (•§. 3) unb nadj) ber Sf^eorie ber §)roieftionen and) ber 
Äuöbrurf ber ?)rojeftion t)on MB' auf biefelbeÄre. gbenfo ffnb: 

Ucos6 + c9cos^ unb ücosc+ocosy 

bie Äuftbrüde ber ?)roieftionen t)on MB' <iuf bie Ären ber y unb 
ter z. S)iefe gerabe Sinie MB' würbe alfo ber beweglt4ie $unft 
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in ber ©efunbe burd(>laufett/ wenn er wibtenb biefer 3eft bie 
g(etd[);etttaen ®efcl|)n)mbt9fetten U ttnb ta ^ttt; b. b- n)enn MA 
itnb MB btefe glei(b}eittgen®ef4)n)tnbiqfeiten au^bräcfeti/ fo brucft 
MB' bic ftc^ barauS etaebenbe mttlxä^e ©efd^rombigf eit ^ ober bie 
9lefultante ber (Sefc^mnbigfetten U unb cd^ toelc^e bie JCom« 
f>onenten berfetben genannt merben, au6. 

Um biefe fSte\ultantc ju txpalun, mug man alfo bie betben 
iCom)>Dnenten U unb & mt bie fte barfteUenben Linien MA unb 
AB' aneinanber fefeen, itnb bie ©nbpunfte ber babwrd^ entfleben* 
ben gebrochenen Sinie burcb eine gerabe Sinie loerbtnben. 2)iefe 
Stefultante fann aud^ aU bie S)iagonale beS au$ ben £omponen< 
Un U unb & ober MA unb MB fonftruirten ^araUelogrammei 
betrachtet werben. 

SBenn ber beweglid^e ?)unft brei gleic^jeitige ©eföf^winbig^s 
feiten l^itU, fo liefe ftd^ auf biefelbe SBeife jeigen, baf bie bar» 
aud refuUirenbc ®efd^n)inbigleit erhalten n)erben fann^ n>enn man 
bie einjelnen ©efcbwinbigfeiten MA, MB, MC Ui unt)eranberten 
Siidi^tungen fo aneinanber legt, baß fie eine gebro^ene 8inie 
MAB^C bilbeu/ unb bann bie ßnbyunfte biefer gebrod(>enen 8inie 
burd^ eine gerabe 8inie MC/ t)erbinbet. ©iefe Slefultante MC 
fann auc^ al§ bie 2)iagonale beS ?)araIIelepipebumS betrad(>tet 
werben, beffen Tanten bie brei ©efcbwinbigfeitöfomponenten 
MA, MB, MC ftnb. 2)a§ t)on brei gteicbjeitigen ©efcbwtnbig« 
feiten ©efagte gilt aucb t)on einer beliebigen 2Cnjal)l folcber 
©efd^winbigfeiten unb bie Stefultante wirb immer burcb bie ge» 
rabe ßtnie auSgebrudft, welche bie ©nbpunfte ber gebrochenen Si« 
nie üerbinbet, bie aixi ber 3ufammenfefeimg ber bie Som^onenten 
barjlellenben geraben Linien fiert)orge^)t. 

3ufammenfe(ung ber JCrAfte. 

§. 14. 2)iefe Sielation jwifdS)en ben etnjelnen gleic^jeitigen 
©efcl^winbigfeiten unb ber mxtüä)tn ®efcl)winbigf eit, ober jwi- 
fd[)en ben ®efcbwinbjgfeitSfom^)onenten unb ibrer SiefuUante ftn^ 
bet auc^, wie wir fogleid^ jeigen werben, xwifd^en ben Ärdften 
ftatt 

SBenn man bie Ärafteinbeit burcb eine gewiffe Längeneinheit 
auSbrürft, fo fann jebe Äraft burdf) eine gange bargejlellt werben, 
wel4)e bie feingeneinbeit ebenfo oielmal entbilt, aW bie Äraft 
Ärafteinbeiten ober Kilogramme, unb wenn man biefe ßdnge auf 
bie JRicbtung ber Äraft t>on ibrem 2Cngriff6!punfte au§ trägt; fo 
wirb biefe Äraft burc^ biefe 8dnge fowobl ber 3ntenfttdt ober 
©tdrfe, aB ber JRidbtung md) bargejlellt. 

SBenn nun auf benfelben materiellen ?>unft, welcben wir ju* 
o6rberjl alö unbewegt ober ru^)enb betracbten wollen, gleidbjeitig 
mebrere Ärdfte wirren, fo fiebt man leidet ein, baß ftcb biefer 
9)unft unter ber ^leid^jeitigen SBirfung biefer Ärdfte bo4) 
immer nur nad^ einer einugen 9li4)tung bewegen fann^ wie 

2 
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mnn ttut efne efnjlge Ätaft mH) btefer 9ltc|)tuttg auf t^n 
4Ditfte, unb fotgtid) fanti baö ©pjlem ber gleid&jeitig »irfenben 
Ärifte immer burd^ eine etnjige Äraft erfefet werben, n)el4)e möti 
bie JRefuUante ber gleidjjeitig wtrfenben Ärifte nennt, mal)* 
renb btefe bie Komponenten ber SJefuttante genannt werben. 
SBSir wollen nun bie ^Relationen auffucl^en, weldbe fowot)t in JBe* 
iie][)un9 auf bie Sntenfitit ober ©tarf«, al^ inJBeuel^ung auf bie 
mä)t]xnQ jn)ifcl)en ben Komponenten unb i\)tex ÖtefuUante jlatt 
ftnben. 

§. 15. äwerjl wollen wir ben fet)r einfachen gatt betrad^ten, 
wo jwei öleicl)e Kräfte P unb P', weldje ber ®r6fe unb JRid^? 
tung nad) burd^ bie Sangen mP, mP' (gig. 3) bargejieUt werben, 
auf benfelben materiellen $unft m wirfen, inbem i^re Sfidj^tungen 
einen SBinfel a mit einanber bilben, weld^er ein 2>rittel t)on t)ier 
xeä^tm SSBinfeln betragt. 

SBenn man nun annimmt, baß auf benfelben materieUen 
|)unft m nod) eine britte Kraft wP" wirft, weld[^e ber Sntenfi« 
tdt nadj), jeber ber beiben erjlen gleid^ ift, unb beren Slid^tung 
mit ben Stielt tungen biefer beiben erfien Kräfte einen SBInlel a 
bitbet; fo ijl wegen ber ©pmmetrie ber gigur einleucf)tenb, baf 
fld) ber materielle ?>unft m nid^t bewegen fann, unb ba^ folglich 
bie beiben Kräfte P unb P' bie SSSirfung ber Kraft P" aufgeben. 
Tlbtx bie SBirfung ber Kraft P" würbe offenbar anä) burd^ eine 
Kraft P'" aufgel)oben, weld^e i^r gleidb imb entgegenaefe^t ift, 
woraus folgt, baf bie beibea Kräfte P unb P' bur^ oie eint 
Kraft P'" vertreten werben fonnen, weldS)e m\tf)\n il)xe Slefufe 
tante ift. 

2)a biefe Kraft P"' nad^ ber SBerlangerung t)on P" gertd()tet 
ijl, fo tl)eilt ibre 9lidf)tung ben SQBinfel a in jwei gleidbe SEbeile, 
wot)on ieber % eine? redeten betraft, unb ba bie geraben Sinien 
wP, mP', wiP'' gTeid& lang finb; fo finbbie 25reied!e PwiP'", 
P'anP'" gteid()feitia , unb bilben loereintgt eine Staute PwiP'P'". 
25ie Stefultante mP'" ber beiben Kräfte mP unb t»P' fann folg^ 
lidS) erl)atten werben, wenn man biefe le^tern nad) il^ren eigenen 
9tid()tungen ju ber gebrod^enen Sinie wiP'P'" jufantmenfel|t unb 
bie gnbpunfte berfelben \>nxd) eine gerabe Sinie wiP"' üerbinbet 
©iefe JRefultante fann auä) als bie 25iagonale beS au^ ben Kom^ 
pDnenten wiP, wiP' fonjlruirten Parallelogramms betradj)tet warben. 

2Bir wollen nun jeigen, ba^ biefe SRelatton allgemeine ®ül* 
tigfeit l^at, b. f},: bag bie Siefultante jweier -beliebiget 
nad(j \)erfcl>iebenen Siid^tungen gleichzeitig auf ben* 
fetben materiellen ^unft wirfenber Kräfte ber 
®r6ße unb giid)tung nad^ burd) bie diagonale be« 
Parallelogramms auSgebrücft wirb, weld(>eS auS 
ben bie Kom»)onenten barjlcltenben geraben 8tnien 
fonftrnirt ifj. 

SBenn biefer ©afe für jwei gleid^e Kräfte P unb P', berett 
£Rtd[^tungen einen beliebigen Sßtnfel a mit einanber bilben^ be»i€$ 
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fen ift; fo finbet berfdbe aud^ für jwei belteMg« anbete 9 leidet 
StviU^ Q unb Q^ beten StW^tungen benfelben äBtn!e( a mit ein^ 
anber bilberi/ jlatt, b. 1^. bie JRefultanten biefer betben ©pjieme 
üleic^^er Ärdfte t)erbölten ftd^ »ie biefe Ärdfte. 2>ie JRtd^tung bet 
dlefuUante fdUt offenbar mit ber «^albtrungStmie be§ 9Btn!ett a 
jufajnmen/ VDelcben bie 3l\d)tunitn ber betben «Komponenten mit 
rinanber bilben/ n>ei( biefe einanber gleich ftnb unb fein ®tuiib 
wri&anben ift, warum ftd(> bie Siefultante zf)et ber einen, als ber 
anbern Komponente nibern foUte. 

Slebmen wir nun jundcbft an, baß bie Ärdfte P unb Q ein 
gemeinfd[)aft(td()eg SRaß F b<^ben, weUbed in ber erften p mal unb 
in ber ^weiten q mal enthalten ift, unb fe^en für jebe ber Krdfte 
P,P' be6 erften ©pftemeö p Ärdfte, wotjon jebe = F ift unb 
biefelbe JRicbtung \)at al§. P unb P'; fo fefeen ficb bie Äröfte F 
paarweife in eine einjige r ^ufammen, wdd)z naä) ber^^albirungS^s 
Unit beö-SBinfetö a gerichtet ijl, unb bie ©efammtrefultante bie« 
fer einjelnen StefuUanten, welcbe offenbar r fo t)ielmal entbdit, ali 
p (iinf)ziUn l)at, ift bie JRefuttante ber Ärifte P, P'. ebenfo er« 
gibt fid) , baf bie Siefuttante ber Ärafte Q, Q' bie Dartialreful- 
tonte r fo t)ietmal cnt\)alt, aU 5^ (?inbeiten ^at, worauf folgt, 
baß fid) bie 9{efultanten ber beiben ©pjleme P,P' unb Q,Q' wie 
p ju q, unb folglid) wie P ju Q \>erbalten, welci)er ©afe ficfe 
auä) leicbt auf ben gaU ber Snfommenfurabilitdt ber Ärdfte P 
unb Q erweitern Idgt 

5Kan ^fann nun Uiä)t jeigen, baf, wenn biefer @a| für jwei 
gleidbe Ärdfte P unb P' (?5tg. 4), beten Süd^tungen einen SBin« 
fei « miteinanbet bilben, ftattfinbet, betfclbe aucb für jwei gleiche 
Kräfte P, P'' gilt, beten 9iicbtungen einen \)alb fo großen 
SSBinfel miteinanber bilben. SBa§ junicbjl bie 9iid)tung ber fRe« 
fultante ber Kräfte P unb P" anlangt, fo fiHt fie offenbar mit 
bet »^albitung^lihie «iQ beö S38infeß PwP'' jufammen. getner 
wollen wir annebmen, baß nad) mP" jwei gleicbe Kräfte, jebe 
= P", wirfen, fo wirb ibre JRefultante burd) 2wiP" au6gebrudt, 
unb bie Slefultante ber beiben Kräfte P, P' wirb butcb 2wA aui^^ 
gebtürft; folglid) witb bie JRefultante biefet \)iex Ktdfte but($ 
2mP" + 2?nA auögebtüdPt. SBenn man abet au§ bem ?)unfte 
B, wo PP" bie äcicbtung wQ ttifft, ein ?)etpenbifel BA' auf 
mP" fiUt, fo bot man mA -f »«P" = 2mA', unb folglich witb 
bie eben etwdbnte SEotaltefultante au6gebtürft butd) 4mA'. 25iefe 
Siefultante fann abet aucb etbalten wetben, wenn man fuccefftve 
bie JRefultante Q »on P, P", bann bie JRefultante Q' t)on P'/ 
P" unb enblic^ bie JRefultante »on Q unb Q' fudfjt. 9iun bilben 
aber bie Kräfte Q unb Q' benfelben SBinfel miteinanber, wie P 
unb P" ober wie P' unb P", unb wenn folglid) mB' bie ^alfte"; 
bet SRefultante \>f>n P, P" unb mB" ben vierten Sbetl ber Sie«: 
fultanten t)on Q, Q' barftellt ; fo l)at man nad) bem eben SBe«, 
wiffen^n: 
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awB* _ #iiiB** mB* _ niB** 

m? ~^B' *^ ^^ ifiP "^ mB'' 

»orau« folgt, baö bic ©reiedPe B'mP, B"mB', wel*c einen alei* 
dS)cn SSätnfcl bei m l)aben , einanber i^nlid^ jinb. Aber bie ginie 
wB", welche ben mxtm Sl^eil bet Sotalrefultante auabrucft, muf 
bet gjnie wiA', xt>cli)e biefelbe ®t6f e auSbrücft , gleid^ fein , unb 
folgti* muß ber ?)unft B' mit bem ?)itnfte B jufammenfallen, 
fo X>a^ man alöbann jJatt ber ©reiecfe B'wiP , B"iiiB' bie rec^t« 
»inf ligen Dreiecfe BmP , A'mP ^at 2)ie Slefultante ber Ärifte 
P, P" muß fotglidt) burd) ba§ 2)oppette t)on mB, b. b- burd^ bie 
©iagonale be6 aui wP unb ?»P'' conjlruirten ^ataUüoQxammt^ 
bargejiettt werben. 

ebenfo ergibt ftc^, baß ber in JRebe Menbe ©afe anö) für 

et et oc 

jn>et gleiche Äräfte gilt, welche einen ber SBinfel p p ' ^ 

mit einanber bilben, xoo ber U^U beliebig flein gemalt werben 
fann. 

SBir wollen nun beweifen, baß ber in Siebe ftebenbe ©afe, 
wenn berfelbc für bie SBinfet a, ß unb a+ß ftatt ft'nbet, oud^ 
für ben SBinf el a + 2^ gilt, unb ju bem Swecfe ba§ ©pflem bet 
«uf ben materiellen ^unft m wirfenben t)ier gleicben Ärifte P, 
P'. Pjr P'i (gig. 4«) betrauten. e§ fei P'm>i = a, PwiP' 
= PimPi' = ß unb ttiQ, mQi feien bie »^albirung^linien ber 
SSSinfelPmP', PiwP'i ; fö iftQmQt = a+ß unb PmP, =a+2/J. 
gerner wollen wir bie 8inie PP', welc^^e in B auf mB fenfre^t 
ift, fo wie bie ginie P'P'i jie^en, auf letztere baö ?)erpenbifel 
wiF" unb au^ ben ?)unften P, B auf m P^" bie ^erpenbif el PA, 
BA' fdUen; fo ift 2mP"' bie SRefultante ber beiben gleichen Ärdfte 
P', P^, weldt^e ben S33infel a mit einanber bilben, unb 2mB iji 
bie Siefultante ber beiben gleichen Ärafte P, P', ober Pi, P'i 
weld)e ben SSSinfel ß mit einanber bilben. SQSir wollen biefe bei« 
ben lefeten JRefultanten refp. mit Q unb Qi bejeicbnen, fo ifl 
4wA' bie Slefultantc au^ Q unb Qi , xozlci)t ben SBinfel a+ß 
miteinanber bilben. £)a aber biefe lefetere JRefultante bie ®e- 
fammtrefultante fein mu^, fo ift fie ber SRefultante au6 P', P'i 
unb ber au§ P, P| jufammengenommen gleich, worauf folgt, ba| 
bie gjefuttante ber Ärafte P, Pi , weldS)e ben SBinfel a+2ß mit 
einanber bilben, gleid^ 4mA'— 2mP"', b. \). =mA ift, weil bie 
(Summe wiA + mP'"=2wiA' ijl. 

©a ^iernad) ber in Siebe ftel;enbe @afe für bieSßinfel 0, ^f 

2a 3a 4a 5a ma 

^toaf)v iji, fo ijl ereö and) für bie S&inUl^f 57/ jT' ••" aT' 



mu 



b. 1). für ieben beliebigen SBinfel, weil ^7 offenbar ieben beliebi* 
gen SBinfel auSbrücfen fann. 
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SSir tönnen nun jetgen, bafi ber fragltd^e ®a| au4^ f&r }n>ei 
beliebige ungleiche Äräfte P, P' (gig. 5), tt)eI4)e einen red^« 
tcn SBinfel mit einanber bilben, ftatt finbet 3u bcm Swerfe 
n)oaen n)ir bie beiben S)iagonalen beS an^ ben itrdften mP, mP' 
fonftruirten SRed[^tecfe§ jiel&en/ iinb au8 ber 5!Ritte B auf niP,mP^ 
refp. bie $erpenbife( BA/ BA' fdUeu/ burdE) ben 9)unft in eine 
|)araUele ju PP' jief^en , unb auf berfelben mB' = wiB" = mB 
nehmen; fo ftel)t man Uid)t ein, bag mP bie 2)iagona(e ber uns 
t)oUenbeten Staute mBPB" ijt, unb baf folglidS^ bie burcb wP au«« 
gebr&dte ^raft aU bie 9{efultante ber beiben burcb mB unb mB^* 
bargeftellten aleicben «Kräfte betrad)tet n)erben fann. Sbenfo tann 
bie Äraft mP' a(6 bie Slcfultante au8 mB unb mB' betrachtet 
werben. 25ie beiben Äröfte mP, mP' fonnen folglich burdj) toter 
Ärifte erfefet »erben, namliä) 1) burcb bie beiben Ärafte mB'^ 
wB" todd)t einanber gleich) unb entaegengefefet ftnb, folglicb ein« 
önber aufbeben, unb 2) bur^ jwei Jtrafte, n>ot)on jebe burcb mB 
au^gebrucft wirb, unb mitbin einer einzigen ^raft ^Uid) jtnb/ 
tütlc^e burd) mQ, b. b* burcb bie ;S)iagonale bed ani mP unb 
mP' fonjlruirten JRecbtecfe« bargejtettt wirb. 

@nbti(b ia^t ftcb (^i^bt jeigen, bag ber in 9?ebe flebenbe @a| 
aucb für jwei ungleicbe Gräfte gilt, welcbe einen beliebigen 
SBinfel mit einanber bilben. 3Denn e8 feien mP, mP' CSig. 6) 
bie geraben 8inien, wdd)z biefe beiDen Ärdfte auöbrücfen; man 
fonftruire baS 9)ÄtaIlelogramm mPQP', jiebe BmB' fenfreÄt auf 
bie 2)iagonate mQ , fuue a\\^ ben 3)unften P , P' auf mQ bie 
|)er^)enbifet PA, P'A' unb jiebe ju biefer diagonale bie ^ataU 
lelen PB, P'B'; fo fann man nacb bem torbin i'^ewiefenen mP 
ald bie Stefultante aud mA unb mB, unb ebenfo mP' atö bie Sie« 
fultante aix^ mA' unb mB' betrachten, ^a aber bie ^rdfte mB 
unb mB' einanber QUxd) unb entqegengefe^t ftnb, alfo einanber 
aufbeben; fo f6nnen fie unberäcfftt^tigt Meiben, unb e« bleiben 
nur no^ bie beiben Ärdfte mA, iwA' übrig, beren Slcfultante 
ibrer ©umme gteicti ijl, b. b- burcb bie Diagonale^ mQ beS au« 
niP unb mP' ronjlruirtm 9)arallelogrammeS anSgebrucf t wirb, well 
mA'=AQ iji. 

SBenn alfo auf benfelben materiellen 9)unft jwei beliebige 
Ärdfte wirfen, welcbe ber ®r6ße unb SRicbtung nacb burcb gerabe 
Sinten auSgebrucf t werben ; fo wirb bie JRefultante biefer Ärclfte 
immer ber ®r6ge unb Stiftung nacb burcb bie diagonale be8 
ani biefen Sinien fonftruirten ?)araUelogrammö bargeitellt. SRit 
anbem SBorten: man erbdlt bicfe Stefultante, wenn man bie bei» 
ben geraben Sinien in ben 9!icbtungen ber t>\xtd) jte bargejteltten 
Ärdfte aneinanber legt, unb bie ©ubpunfte ber baburc^ entfleben« 
ben gebrod()enen 8inie burcb ^ine britte gerabe ginie »erbinbet. 

SBenn man eine gr6|ere 2(njabl auf benfelben materiellen 
^unft wlrfenber ÄrSfte in eine einjige jufammen ju fefeen bitte, 
fo f6nnte man juerjl nacb ber tjorbergebenben Siegel jwei biefer 
i(r&fte iu einer ScefuUante, bann biefe Stefultante mtt einer britten 
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Itr gegebenen ÄrSfte^ u. f. f. jufammenfellen , toai offenbar bat» 
Äuf hinauslauft, bic biefe itrdfte batffellenben geraben ginien md) 
ben entfprecbenben 9lid)tungen mit xi)xtn ©nbpunften anetnanber 
ju legeri/ unb bann bie ßnbpunfte ber auf biefe SBeife erl()altenen 
gebrodf)enen ginie \>ux(i) eine gerabe ßinie ju »erbinben, roetd&e 
aföbann bie gefuc^te SRefultante ber ®r6fe unb SRidjjtung bar^ 
.feilt 

§. 16. 2Cuö biefer Siegel unb ber bekannten Xf)mu ber §)roi 
jcftionen folgt, baß bie^ ?)roieftion ber 9iefultante auö einer be^ 
Mebigen 2(njal)t üon Äraften auf eine beliebige Are ber ©umme 
*er ^rojef tionen ibrer Komponenten^ auf biefrlbe Are gleid^ ijl, in« 
iem man bie ?)rojeftionen ber Ärafte alS negatito betrad^tet, 
weld[)e mit ber 9iid)tung ber ^rojeltion ber SRefultante, bie man 
üU bie ber po\itmn ?)rojeftionen betrac|)tet, einen ftumpfen 
IBtntel bilben. 

2fu8 ber Sufammenfet^ung ber Ärdfte ergibt ftd^ auä) aW 
Scfonbercr gall, baf man für jjebe Äraft brei anbere nacb aufs 
einanber fenfredE)ten 2(]cen gerid)tete Ärifte, »elcbe ben ^roieftio« 
lien ber urfprünglidb^n Äraft auf biefe brei^Xren gleidf) finb, fub« 
fiituiren fann, wa6 in ber STOed^anif febr l^aupg gefdj)iebt. 

©ebr oft f)at man axiö) eine gegebene Äraft in brei anbere 
|tt ^erlegen, n)ot)on bie eine nac^ einer gegebenen geraben 
fei nie wirft. 35iefe äerlegung fann auf unctibliä) mele t)erfcbie- 
bene Arten gefcbeben, menn bie SQSinfel , »elcbe bie .Komponenten 
mit einanber bilben, wittfürlicb bleiben; aber eS finbet nur eine 
«iniige SerlegungSart flatt, wenn bie brei Komponenten aufeinan« 
ber fenfrecbt fein muffen. 9Ran tjerflebt baber in ber 9Äec^)anif 
iinter ber Serlegung ober Komponente einer Kraft Q nacb einer 
geraben Sinie wP gewobnlid^ bie Kraft, welcbe mit jwei anbern 
unter ficb unb auf ben erjlen fenfrecbten Krdften jufammengefefet, 
bie Kraft Q jur JRefultante gibt, unb biefe Komponente ift nidbt* 
anber«/ al6 bie ^^rojeftion ber bie Kraft Q barjlellenben geraben 
ginie auf bie gerabe 8inie anP. 

iOft jerlegt man eine gegebene Kraft a\x6) in j w e l anbere, 
tpoioon bie eine nad^ einer geraben ßinie mP gerichtet unb bie an* 
bere barauf fenfrecbt ift, unb e6 wirb in biefem galle angenom* 
mcn, baß bie gegebene Kraft unb ibre beiben Komponenten in 
berfelben (Sbent liegen, ©nblidf) 'f)aUn wir bei ber 2fbleitung 
ber @afee über bie Sufammenfel^ung berKrifte angenommen, bap 
fid^ ber materielle 9)unft, auf welcben biefe^ Kräfte wirfen, in 
SRul^e befinbet; allein bie bewiesenen @ifee würben aixä) noci)^^att 
ftnben, wenn fid^ biefer materielle ?)unft in ^Bewegung befanbe; 
benn eS ijl eine erfabrungSwabrbeit, baß bie Kräfte auf einen in 
aSewegung befinblidben Körper eben fo wirfen, wie auf einen ru^ 
Iftenbert/ unb folgli^ finb bie ©efefee ber 3ufammenfefeung unb 
Verlegung ber Kräfte in beiben gdllen biefelben. 
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§. 17. SSenn'ftdf^ ein materfetter ?)unft bewegt, im* feine 
©efdt^winbigfctt inbert ftd^ ber ®r6ge, aber nidjt ber JRicfetung 
nad^; fo t)öben mx gefeben, baß biefe SSeranberung »egen ber 
SCrdgbeit ber SRaterie nid)t ebne ble ©nwirfung einer nad^ ber 
Siicbtung..ber Bewegung M materiellen 9)imftet5^ tbatigen Äraft 
jiö[tt'-|uäen fÄnn, unb »inn. bie ©efdSjwinblgtdt ibre 0fidf)tui^ 
anbert; glei(bme( ob ftcb ibre ©rofie aucib 5nbert, ober nidjjt; fcf 
tann man^ebenfo bebaupten, baß biefe SSeranberung t)on einer 
Äraft berrubrt, »etd^e nacb einer üon ber JRicbtung ber anfan^Ö* 
^en ©efdjwinbigfeit b^ö materieUen 9)iin!teS t)crXdf)iebenen Stx6^^ 
timg wirIL : ; . : 1." . . \ '."'.,-. 1 

Um bie JRetation ju finben, weldje jwifd()en biefer Äraft unb 
ber t)on ibr b«if^«>tgebra(bten notbwenbig friimmlinigen SSeweaung 
ftatt ftnbet/ werben wir iinS wieber auf bcn ©rfabrun^Sfafe berus 
fen: baß bie 2Btrfung einer Äraft auf einen ficb mit einer ges. 
wiifen ®efd()winbi9Feit bewegenben Äorper biefelbe ijj, al§ wenn 
ß(b biefer Äörper in ?Rube befmbet, b. b- fwr einen äSeobacbter/. 
welcber ftd^ mit ber ®ef(^winbigfeit bc6 Jt6rper§ in bcm Äugen« 
blirfe, wo bie Äraft auf benfelben wirfen foH, in bemfelben ©inne, 
wie biefer Äfirper bewegt, würbe tefeterer in gofge ber SBirfung. 
biefer Äraft ficb fo J« bewegen fcbeinen, al8 wenn er t>on ber 
Stnf)c ausginge. 

SQSir wollen nun annehmen, baß bie redjitwinfligen Äcorbina^ 
tenaren biefetben JRicbtungen bebalten, aber baß jidf) ber Anfangs^ 
pnnft berfelben mit einer ®efd()winbigfeit bewegt, welcbe ber beS 
ÄorperS in bem 2fugenbli(fe, wo bie Äraft auf ibit wirfen fott, 
gleicb «nb parattet ifi, unb a, ^, 7 feien bie SBinfel, welcbe bie 
giid)tung ber Äraft F mit biefen 5fren bitbet. ®i*efe Äraft fann 
wabrenb be6 unenblicb fleinen 3eittbeitdf)en§ dt ali fonpant be* 
tradS^tet werben, unb bajfclbe gilt üon ibren Komponenten : 

Fcosa, Fcos^, Fcosy. 

®ie Äomponenten ber fcl) einbaren ober refatit)en ©efcbwin^ 
bigfeit, welcl)e bem materieUen fünfte wabrc.nb beö Scitelcmente« 
dt mitgetbeitt wir*, werben folglidS^ auSgebrurft burcb (§. 10): 

g -1 ' . dtf g — dt, g at. 

Aber bie ®efdS)winbi^feit, weld()e bie Äraft. F .bem materieUen 
9)unfte mittbeilen würbe, wenn ftcb berfetbe in JRube befanbe, 
coeriftirt naic} bem txxohÜ^nUn erfabrungSfafee mit ber bereits er« 
langten ®efcbwinbigfeit be§ materiellen ?)unfte§, fo \>a^ ftd^ ibte 
Komponenten jufammenabbiren (§. 13)-, unb ba.bie julelfet auö« 
gebrutften Komponenten fk^ auf bie unenblkb^ Heine 3eit dt be* 
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Ue^en; fo flnb fte bie 2)tfferen){ale bet atibent StompMtntm tit 
jBestebttng auf bie 3ett t SEBenn folglidl) U/ d, w bie nad^ ben 
Jtootbinatenaren gerichteten Xom)>onenten ber ®^fd()n)inbtgfett bed 
materiellen 9>unfted in bem 3(ugenbli(fe/ n)o bie i(raft F auf i^n 
iDirfen roiU, be^eid^nen; fo l^at man: 

(A) rftt = g. dt, dv=:ff. — — dt, dw = ^r. dt, 

F P f 

ober: 



2Benn man biefe ®leid^ungen mit ber in §. 10 toergleidbt/ 
fo folgt/ ba$ bie 9)roieftion ber S3ef(bleunigung ber ®ef(bn)inbig< 
feit nad) ber SRidS^tung jeber Ute »il^renb ber unenblidi) fleinen 
Seit dt ali bieieniae bttxaä)Ut werben fann^ n>eld^e ber matt» 
rielte ?)unft. ber fic§ naö) biefer 2C]ce bereits mit ber Komponente 
feiner ©efcbtoinbigf eit im JRaume fortbewegt, annehmen würbe/ 
wenn bie Komponente ber Kraft F nac^ biefer 2Cre nun auf ibn 
wirfte. 

3n ben ©lei^ungen (A) finb atte ®efefee ber ^Bewegung 
eine* materiellen 9)unfte8 enthalten, auf welchen eine Kraft wirft, 
bie eine von ber 9iic^)tung ber bereits erlangten ®efc^winbigfeit 
be6 materiellen 9>un!teS toerfd^iebene Sticbtung 1)at, b. b- aOe ®e< 
fe^e ber {rummlinigen 93ewegung eines materieOen ^nfted. 

(Bewegung f<(toerer Mtpn im leeren Staumr. 

§. 18. SBir wollen biefe ®leiclS)ungen auf bie SBeftimmung 
ber Bewegung fcl()werer K6rper im leeren Staume unter ber aOei« 
nigen SBirfung ber @(|)were anwenben. 9Benn wir bie Xre ber 
X toertüal annehmen , unb bie z t)on 'unten nacb oben iiWn, fo 
verwanbeln ftd^ bie ®lei(|)ungen (A) wegen F = p in folgenbe: 

.^ieraud ergibt {t(b burd(^ Integration, wenn u^»v%, w^ bieKom« 
4)onenten ber anfdngUd^en ®efc^winbigfeit bejeidl^nen : 

tt=:«t, t?=t?i, w — w%—gt, 

ober: 
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SBenn man bte anfanglidS^e Sage bed matertetten |>unfteS, xüeü^e 
t=0 ober bem JCugcnbticfe entfpricbt, toon weld^em ani bie Seit 
t m&^U wirb, jum ^(nfang^punfte ber fejlen Xoot\ixmUn.x,y,z 
nimmt, fo ergibt fiel) burclj) eine neue Integration : 

unb wenn man t 3n)ifd()en biefen brei (Sleid^ungen elimiitirt; fo 
ttf)alt man: 

2)ie erjle biefer tefeten' (Sleid&ungen iji bie einer SBertifal« 
ebene, worin bie fi3en>e9ung ftatt ftnbet, unb wenn man biefe 
ebene ju ber ebene ber xz nimmt, ober v^=0 fe^t; fo ijl bie 
jweite ©leid^ung bie ber Surt)e, welche ber materielle |>unft in 
biefer ebene befcbreibt, im Mflemdnen bie Slrajeftorie beffel* 
ben genannt wirb unb in bem gegenwärtigen gatte offenbar eiril 
f)arabel itl, beren Xre »ertifal jiebt. 

J)a6 Sttarimum t)on 2 tft = — unb entf})ricbt x =="' 

tütld)e^ genau bie iEoorbinaten beS @cbettelS ber Parabel ftnb/ 
unb man ftebt, bafi bie größte ^öbe, bi$ ju welcber ber materieOe 
f)unft aufzeigt, genau biejenige ijJ, weube er erreic^)en^ würbe, 
wenn er mit ber anfin^lid^en ©efcbwinbigfeit w% aufwart« ge« 
worfen würbe. 2)ie S£raie!torie gebt burcb ben TCnfangSpunft ber 
Jtoorbinaten unb burc^fd()neibet bie Ttxe ber x in einem ^weiten 

9)unfte, befTen 2(bfcifre = -, b. t baö ©oppelte ber ^Cbfciffe 

be« ©di)eitetö ber Surt>e ifl, unb bie SBurfweite genannt 
wirb. 

äBenn a ber S93in!el, weld[^en bie anfanglid^e ®ef(bwinbia!eit 
be« materieUen ?)unfte8 mit ber 2fre ber o: bilbet, unb V| biefe 
©cfdS^winbigfeit felbfl bejeidS^net; fo f)at man:^ 

iif = Vi cosa unb «?i = Vi sina, 

woraus folgt, bafi bie aSurfweite audgebr&cft wirb burc^: 

—2 ober -^ 

^ 9 

ttnb bie ar6gte SBurfweite bei untoerAnberter anf2ngli(ber ®e« 
fd^winbigfeit Vg entfpric^)t folg«* 2a=r90* ober a=45*. 
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tttMnttf btr Zün^tntiäU wuh Stormallompottciitf n Ut hmf^tnhtn MtafL 

§. 19. ^SBenn man Vit Straft f , xodä)t bic ^Bewegung t)e* 
Jt&rperS t>eranbett in einem beliebigen Xugenblicfe ber JBen^egung 
in jwei anbete jeriegt/ »otjon bie eine naä) ber 5Rid)tung ber@es 
fcfewinbigfeit, b. :i). nad) ber Sangente an ber airajcttorie unb bie 
anbere naä) einer barauf \tnUed)tea ober in^ ber Kormalebene bie« 
fer Äurtje Kegenben JRic^tung wirft; fo erl&a(t man jwei Äompö^ 
iwnten , »eld^e m ben Elementen ber Bewegung beö Äor^^erd/ 
b. b. Vt feinem ©ewicbte unb 511 ben ®r6|en^ Cetebe bie ®r6ge 
unb JRicbtung feiner ©efcbwinbigfeit auöbrücfen, in febr einfachen 
JBejiebungen (leben. . 

Um biefe SRelationen ju erbatten/ xvoUih xoit bie (Sleidbungen 
(A) in §. 17 mit j multipliciren, bamit jie nidbt mebr (Sleicbbei- 

ten )wif(ben Sängen / welcbe ®efcbn)inbia(eit$}unabmen meffeit/ 
ftuSbruden/ fonbern ©(eicbb^i ten jwiftben Gräften/ welcbe in Stilo* 
grammen auSgebrücft {tnb. ^terburdb ergibt ftcb: 

• ;-^=Fcos«. ^i-Fcos?, ;-7,=^««»r. 

35Jenn <a bie ©efcbwinbtgleit be* materiellen ?>unftei unb 
df ben in bem Seitelemente <{t befcbriebenen unenblt(b {leinen 
Jturüenbogen bejeicbnet; fo i)at man: 






unb )U gletcber 3ett: 



d» dy dz 

ib dir d« 



^^^^"^ 2J' ^' S '^^ ÄofJuu« ber SBinfel finb, wetd&e bie 3ti6)^ 
tung beS ßlementeS ds ober bie ber ©efcbwinbigfeit o mit ben 
iloorbinatena]cen bübet. ©ubjlttutrt man biefe SBertbe in bie 
obigen ®leicbungen unb entwicfelt bie 2(u§brudPe t)on du, dv, dto 
nacl ben Siegeln ber ©tfferenjialredbnung, fo finbet man: ^ 

d(^) 

g ds dl ^ g di 



d 



g ds dt ^ g di ^' 
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g ds di ^ g dt ' ' 

ober n>enn man dt oertnoge ber Slelation <»=: ~ oiid ben gmettm 
©liebern ber erjien %\^txU biefer lefeten ©leidjungen eltminirt: 






p dx dco , p \ dsJ « —, 

Z£l^ + £_Aifi«.=Fcosy. 

g d$ di * g di ' 

aSBenn O/ 6, c bie SBmfet bejeid&nen/ wet^e bte ©efcftwinWgfeit • 
ober baS ^uiDenetcment cfo ober enblid^ bie SSangente ber Ära* 
ieltorie mit ben Äoorbinatenarcn bilbet, fo \)(kt man: 

'dm dy T ^^ 

-p = cos a, -f = cos 0/ -r =cos c. 

ds di ds- 

2)enft man fidf) nun burc^ ben ÄnfangSpunft ber Jtoorbinaten 
eine gerabe ginie, welc^. fidj fo um biefen ?)unft bcel&et, baf ftc 
belldnbig ju ber ©efdjjwinbigfeit beft materiellen f)imfteö ober *u 
ber SEangente ber t)on bemfelben befdjriebenen Äur^e parallel ijt; 
fo ftnb bie Äoorbinaten eineä in ber öntfernung r auf biefer ge« 
raben 8inie t)om ÄnfangSpunfte liegenben ^unfteS ref}). : 

r cos a, r cos 6 , r cos c , 

unb wenn man r = 1 fel^t, fo ftnb biefe Äobrbinateri offenbart 

dx dv dz 

coso/ cos6/ cosc, ober^/ ;^' 5J- 

Äiefer geometrifclje Dunft befdf^reibt in ber unenblid^ ftetnen 
Seit dt einen unenblicl[) Keinen Sogen d^, »eldjer mit ben bei« 
ben fucceffiven Sagen ber ju ber Tangente i)arallelen geraben ^mt 
zinz &bene benimmt, bie ju ber®bene parallel ijl/ worin bie bei« 
ben fueceffitjen SJangenten ber t)on bem bewegüd()en 9)unfte be- 
*f4)rtebenen ^urt)e liegen ^ unb weld)e bie £)6rulatton£^ ober 
^rämmung6ebene genannt wirb/, unb auferbem fann ber 
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IBogen d^ ali auf ben getaben iinkn fentrecl^t betrad(^tet werbeUf 
n>eld^e burc^ ben TCnfangdpunf t parallel ju ben beiben aufeinanber 
folgenben aKangenten gejDgeit ftnb. 

2)a bte ^rojefttonen be§ S3ogen$ d\|/ auf bte ^oorbtnaten^ 
aicen nid)t^ anbcrS ftnb, aU bie unenblidj) f leinen 3un)dd[^fe ber 
itoorbmaten cos.a, C0S.6/ cos.c beö S)unftc§, »etd^cr biefen 
Äogen befc^reibt; fo werben fte offenbar auögebriicft burc^: 

(f.(cosa), d. (cos b)f d.(cosc), 

ober : 



^ty-'CiXt) 



Äejeid^nen alfo l, m, n bie SBinfel, welche biefer Sogen d^, b. I&. 
bie in ber Ärümmung6ebenc liegenbe 9iormale ber 6urt)e xaxi 
ben itoorbinatenaren bilbet, unb man betrachtet biefen S3og«n alS 
t)on ber erflen SEangente gegen bie jweite gericfetet*)/ fo (^atman: 

äY— J = cos/.rfiI/, d. r~j =cosiit.di}/, rf. T-^j =cosn,rfi^.* 

©ubftituirt man biefe SBertbe in bie t)orbergebenben ©leicbungen, 
unb fel^t in ben erfien ©liebern refp. cos.a, cos. 6/ cos.c für 

bie JBer^dltnifTe JJ' 27' 5;; fo fommt: 

— — .COS a+ '^ — -7- cosf=Fcos«/ 

p dco pco>*dtfJ „ ^ 

-rr .COS 6 + '-— -7-cosm=Fcos 5/ 

9 di * 9 ds 

p dco , «CO* dv/ •, 

- -7- .cos c+ ^^ — r cosn=Fcosr/ 
9 di 9 ^ 

unb menn man fldf ixoei JCrdfte: 

9 dt 9 ds 

benft/ fo nelimen bie legten ®letd()ungen folgenbe $orm an: 



*) SBenn nimltd^ MT, TM' (Sfig. 7 unb 8) bie beiben fuccefltoen Sandenten, 
Olli, Om* bie burd) ben ^Cnfangöpunft ge^enben parallelen ^u benfelben, 
unb mm' ber Sogen <<v/ 1!nb : fo muf biefer Sogen immer oon ber erften 
Tangente gegen bie imefte ober oon ber erlten ^ataVLtU Om gegen bte 
iioeite (W b. ^. oon m gegen m' ge^&tiU werben. 
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Pcosa + Qcos /=Fco6a^ 
Pcos6 + Qcosm= Fcos^/ 
Pcosc +Qcosn= Fcosy. 

3Cu6btefen ©leic^ungen folgt offenbar; baß bieÄraft F, xotU 
df^e btc JBcwcgung bc§ Äorperö ober beä materieUen ?)unfte« l^er» 
vorbringt, alö bie Sfefultante (§. 16) ber beiben Ärdfte P unb Q 
betradbtet werben fann, tt)o\?on bie eine mit ben Äoorbinatenayen 
bie SQBinfel a, b, c bilbet, alfo nacb ber SSangente ber SErajeftorie 
gerid^tet i^ unb in bem ©inne ber ®efd)winbigfeit6juna^me do 
wirft, wdlfirenb bie aiibere Q bie SBinfel /, m, n mit benÄoorbi« 
natenaxen bilbet, unb fotglid^ nad^ bem weiter oben ©efagten nad& 
ber in ber ÄrümmungSebene auf ber fonfaoen Q^itc ber Äurve 

äejogenen 9lormale ber airajeftorie Qmd)M ijl. £)iefe beiben 
trdfte werben refp. bie a^angential- unb 9lorraatfompo? 
nenten ber bewegenben Äraft genannt, unb man !ann fid^ im« 
mer »orftellen, ba| bie JBeweguncj be§ materiellen $unfte§ burd& 
bie gleicbjeitige SBirfung biefer beiben Ärdfte l)ert)orgebradbt wirb. 

2)ie in bem 3(u6brucfe ber 5Wormalfomponente »orfommenbe 
®rofic -^ wirb ik Krümmung genannt, unb e§ Idßt fid^ leidet 

jeigen, baß "^"^^ iji/ »cnn p ben Ärummung^bötbmef* 

fer beieidE)net *), ^an fann alfo fagen: baß bie 5Rormalfom<)o» 
nente ber bewegenben Äraft, wenn fte wat)renb einer ©efunbe bei 
un\>erdnberter ^idbtung unb Sntenfttdt auf ben materiellen ^irntt 
wirfte, bemfetben 'einen @efd()winbigfeitöiuwadt)S ertbeilen würbe, 
weld^er bem 9)robufte an^ bem £luabrate ber @efdt)winbigfeit 

dtp 

unb auö ber Ärummung -^ ober ben Quotienten ani bem Slixa^ 

brate ber ©efdjjwinbigfeit © unb bem Ärümmung§l[)albmeffer 
gleid^ ijl. 

2)a ba§ ®mid)t p be6 ÄorperS ober materiellen 95unfte8 
in Kilogrammen auS^ebrurft ijl, unb 0, ^r, p gangen au^brüdfen, 
weld^e auf biefelbe ©ml^eit, baö SReter, bejogen werben, fo brücft 



*) JÖcnn eö feien MM' = rf*, mm* = dtp (gig. 9), MC, M'C jwei fuccef|tt>e 
Slormalen unb Om, Om' jwei burcft ben Tfnfangipunft ju ben btefen 
9toxmaUn entfprec^enben S^angenten aejogcnen 9)araUeIen; »e(d)e auf 
biefen Sflormalen fenfrec^t finb, unb AIC = M'C, fo baf bie beiben Sogen 
ds, dffj aU jwci d^nlicfee Äreißboßen betrautet werben !6nnen; fo ^at 
man MM' : mm' = MC :0m. JDq ober MC = p ber ÄrömmungS^albmeffei; 
unb Om==l ift, fo |iat man; 



dw 1 

(2t:(li^sssp*l, folgli^ — = — . 
dt p 
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P ~ offenbar bcr SBertl& ben 5)?otmalfom<)onente bcr bewegenben 

Äraft in Kilogrammen aw§. 

SBaö bie SJangentialfraft anlangt, fo wiirbe fie, wenn Ite 
wd^renb einer ©efunbe bei un^eranberter 3ntenfitdt unbJRicbtung 
auf ben materiellen 9)unft wirfte, bemfelben einen @efc^n)inbig« 

Uxt^uxoaä)^ = — ertl)eilen, b- 1^. bie ®r6^e ber ©efd^winbigfeit 

genau um^ ebenfoüiel ))eränbern, wie wenn bie ^Bewegung ge^ 
rablinig wäre (§. 10). 

§. 20. 5Wan !ann bie ÄuSbrücfe ber SSangential- unb 9lor» 
tnalfomponenten P, Q ber bewegenben Jtraft a\x^ nod^ auf eine 
anbere SBeife erbalten. 2)enn nacb §. 17 übt eine Äraft auf 
einen in ^Bewegung beftnblicben Äorper biefelbe SBirfung aM, 
wie auf benfelben rubenben Äorper, unb wenn ficb ein Ä6rpet 
unter ber SBirfung mebrerer ÄrSfte bewegt; fo wirft jebe berfet» 
ben unabbÄngig \>on ben übrigen , unb ertbeilt bem Ä6rper in 
ibrer eigenen Scicbtung biefelbe ^efd^winbigfeitSjunabme, alö wenn 
fte allein wirfte. *^ierau§ unb au§ ber JRegel für bieäufammen» 
fefeung ber Ärafte (§. 14) ergibt fidb leidet/ baf , wenn, jwei 
Ärifte P unb Q w^b^enb ber febr f leinen ^eit dt auf einen in 
S5ewegung befinblitben materiellen ?)unft wirfen^^fo baf fie wdb* 
renb biefer 3eit^dt al§ fonjlant betracbtet werben fonnen, jebe 
biefer bciben Ärdfte bem materiellen ?)unfte in ibrer eigenen JRicb- 
tung eine ©efcbwinbigfeitSjunabme ertbeilt, welcbe ber 2)auer dt 
ibrer SBirfung unb^ ibrer 3ntenjitat proportional ift (§. 16) , unb 
bie wirfliebe SSerrurfimg bed materiellen 9)unfte§ am (Snbe ber 
Seit dt wirb burcb bie britte (StiU eine« 2)reiecfe6 auSgebrurft, 
befT^n beibe anbern ©eiten bie SSerrödfungen ober ^Bewegungen 
«uSbruden, weld^e biefer materielle 9)unft in ber Slicbtung jeber 
ber Ärdfte P, Q erfabren b^ben würbe, wenn fte wdbrenb ber- 
fetben Seit einjeln auf benfelben gewirft bitten. 

2)a bie SEangentialfraft P in bem Seitinterüalte dt ibreJRicb' 
tung nur unenbliq) wenig dnbert, fo wirft fie wie bei ber gerab^ 
finigen JBewegung, unb erjeugt bemnacb in ibrer Sli^^tung einen 
®ef(bwinbigfeitS)uwacbd dco, welcber ber ^Relation genügt: 

's' dt 

Sa bie 9lormalfomponente Q wdbrenb ber unenblicb fleinen 
Seit dt ibrer Slid)tung unb Sntenfttdt nacb ebenfall«. aiefonftant 
betradbtet werben fann, unb ber materielle 9)unft in biefer SRicb- 
tung feine anfdn^licbe ©efcbwinbiofeit b^t, weil fie auf ber SEra- 
ieftorie fenfrecbt ift; fo wirb bie SSewegunp de biefeö 3)unfteS in 
ber äRicbtung ber Äraft Q burcb bie Slelation: . 
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gegeben (§. 11). ^a man abtt f&r ben Sogen ds feine @el^ne 
nehmen fann, welche bte mittlere proportionale Ämifd^en bem 
jDurd^mefTer 2p beS ^rümmungSf reifet unb bem abfc^nitte d$ 
beffelben ift; fo i^at man: 

ds^=2p.de, 7 

imb i9enn man dt sn>if4^en biefen beiben ®teicbungen elimtntrt, 
fo erbalt man: 

meld)e8 berfefte %Jertb tft, wie ber t>orber9ebenbe. 

3un>eiten gibt man bem ÄuSbrucfe ber 9lormatfom^)0ttente 
eine anbere gorm, inbem man ben SSogen d^, ober ben t)on jwei 
anfeinanber folgenben SEangenten gebilbeten SBinfel barin beibe« 
^tt, unb bie Delationen : • 

dyß 1 ds ^' p co!^ 

geben ju bfefem äwerfe fofort: 

9 «' 

SBenn man ftd(> wie im §. 19 burcb einen feflen 9)uttft eine 
gerabe ginie gejogen bentt, weld{)e ^xi} wm biefen 9)unft fo bre« 
xjtt, bag fte bepanbig ju ber Slicbtwng ber ®efdf)winbigfeit a, b. 
b. ju ber SEangente ber üon bem materiellen fünfte befcbriebenen 
Äur^e ^jarallcl ift, unb man nimmt auf biefer geraben Rinie einen 
?)unft, welcher oon bem fefien §)unfte um bie 8angeneinbeit ent» 
fernt ijl ; fo bef^eibt biefer ?)unf t in ber 3cit dt einen Keinen 

dtft 

Sogen d^ unb feine ©efc^winbigf eit wirb folglicb burcb -jj- öw8- 

februrft. SWan fann biefe ®roße bie Siotattonö« ober SB in* 
elgefd^win big feit ber S^ngente ober ber ©efcbwinbigfeit 4b 
nennen^ tmb Dermittelft biefer ©r&fe Uft {t(^ bie Slormalmft.Q 
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let4^t auSbrucfen/ m\l( loetin btefe Straft bei un\)et&nbeter Stiif^ 
tung imb 3ntcnptat wal^renb einet ©efunbe öuf ben materiellen 
$unft rvittUf fte bemfelben eine ®ef4)n>inbig!eit6)unabme ertl^ei« 
len n>ärbe/ n>el(be bem $robufte auö ber ®efc|^wtttbigfett o unb 
ber SE3tnfe(gefcbn>inbtgfeit berfetben gleicb n>£re. 

ffia^tenb bie aufetnanber fenf redj^ten iCom^onenten - -j^ unb 

-•— reft) bie aJangial- unb SRormöIfraft genönnt werben, 

wirb bie Äwft F, welche ibre Kefultante ifl/ unb immer bie JRe« 
fultante ayxi allen auf ben ben^eglicben materiellen ^ViixtX wtrfen^ 
ben ^rdfte fein xa\x^, bie Xotalfraft genannt. 

0emf0uti0 eineö maU^tVitn ^uxiiltH nac^ einet gegebenen Jturoe. 

§.21. SBir wollen un6 \)\n bei ben Änmenbungen ber t>or* 
bergebenbcn gormein auf bie ©eftimmuna ber SBewegung eine* 
jtirper* ober materiellen ?>unf teS, auf weldjen eine gegebene Äraft 
wirft, nicbt aufbalten, weil biefe Aufgabe in ber tecbnifcben aße- 
&}<xx\\t, welche ben fpecicHen ©egenjlanb be6 üorliegenben SEBerfeS 
. bilbet/ wenig Änwenbung fmbet, unb wir wollen unS baber bloS 
mit ber 2Cufgabe befcb^ftigen : bie S3ewegAn^ eines fi(b 
nacb einer gegebenen Äurt>e bewegenbnl nFaterietlen 
3)unfteS, unb namentlicb benSrucf/ welchen berfelbe 
gegen biefe Äurt>e ausübt/ ju bejlimmen. 

3u biefem 3wec!e muffen wir junacbfi ^xmn Srfabrungöfa^ 
in ßrinnerung bringen, welcher ffcb auf.bie gegenfeitige ©nwir« 
fung jweler einanber berübrenber Körper bejiebt, unb gew6bnlicb 
baburdi) turj auSgebrutft wirb, ba^ man fagt: bie SBirfung 
fei ber @egenwtr!ung gleidb unb entgegengefe^t; 
aber barin bcjtebt, baß, wenn einer t)on jwei einanber bcrubrenben 
Äorpern nacb einer gewiffen SRicbtung auf ben anbern einen 2)ru(f 
ober ixxit Sxafi F ausübt, biefer jweite Ä6rj)er auf ben erftcn 
nacb einer gerabe entgegengefel^ten Sticbtung benfelben ^ruc! ober 
btefelbe Äraft auSubt. 

2)iefer @afe bilbet gewiffermaßen bie ©runblage ber ganjen 
ted)nif0en ÜRecbanif; benn berfelbe fommt überall ba jurÄnwem 
bung, wo man nicbt bloS bie ^Bewegung eine* einzelnen ^&rperd, 
fonbern bie jweier ober mebrerer mit einanber in SSerütbrung fte^ 
benber £6r)>er betracbtet. tiefer @runbfa^ fann nicbt bloS bireft 
burdj^ baS @rperiment alS ricbtig bargetban werben, fonbern ber« 
felbe wirb aucb inbireft baburcb bejtitigt, baß bie beobacbteten gr» 
fcbeinunaen mit ben ®efe^en fibereinjtimmen, welcbe au8 ben auf 
biefem Örunbfafee berubenben S^beorien abgeleitet werben. 

SGBir wollen mm feben, wie man mit »f)ülfe biefeS ©niubfa« 
|e$ ben 2)rud( b<fttmmen fann, welcben ein ftcb lang* einet 
Auroe betoegenber materieller ^unft auf biefe SC\xvot auSubt. @S 
bejeicbne F bre ieben 3Cugenblt(f auf biefen materiellen |)unft 
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wtrfenbe Xtaft, fo warben ia jte im 2(agemetnen nid^t m6) bet 
JRidf^tung bcr Slangente ber ju befcbrelbenben Äurt>c wirft, wenn 
fte aBcin auf ben materiellen 9)unft wirfte, berfetbe audb eine an« 
bere ©a^^n ober Srajeftorie befdf^reiben. Allein ber Drucf, wetd^^en 
bie gegebene Äurt)e auf ben materiellen Dunft ausübt ^ fann a» 
eine jweite Äraft betradjjtet werben, weldi^e mit ber erjlen jufam« 
mengefefet, eine JRefultante R gibt, burc^ welche bie ^Bewegung 
beS materiellen 9)unfteS lj)ert)orgebrad(^t wirb. 25iefe Jtrafr R mup 
fotglidj^ fo befdj^affen fein, baß x^xe 9lormalfomponente burcb: 

9 9 

audgebräcft wirb, wo & bie ®efci(^winbig(eit bed materiellen 9vinb 
te$ auf ber gegebenen ^urt>e unb p ben ^rummungdlSyalbmeffer 
biefer Äurtoe bejeid^net. 

S3etra(bten wir junicbfl ben $all, wo bie gegebene Aurt>e 
eben ifl unb bie Äraft F in ber ßbene biefer ^urt)e wirft; fo 
nabert fidf) bie JRidj^tung, nad) welclf)er ber SBiberjlanb ber Äurüe 
auf ben materiellen ^Jwnft wirft, ber 9Ii(btung ber Slormate bie- 
fer Äurtje um fo mel^r, je geringer bie JReibung ijl, unb wir wol« 
len balS)er bei biefen .tbeoretifclf)en SBetracbtungen annehmen, baß 
bicfe 9ieibung tj6llig 9lull, ober baß bie SEBirfung ber Äurt)e auf 
ben materiellen $unft genau nai^ ber 9lormale gerichtet fei. SSit 
wollen biefe Äraft mit N bejeicbnen, fo liegt biefelbe, wie bie 
SBirfung ber Äurtje auf ben materiellen |)unft in ber gbene biefer 
Äurt>e, unb bie SBirfung be§ materiellen ?)unfte§ auf bie Äurüe, 
ober ber auf biefe Äutt>e ausgeübte 55ru(f ijl ber Äraft N gtei* 
unb entgegengefel^t. 2)ie 9lotmalfomponente ber 3:otalfraft R 
bejielS)t au^ ber Äraft N unb ber Slormalfomponente ber Äraft 
F, fo baß N bie 25ifferenj jwifc^^en ber Slormalfomponente t>on 

R= - . — unb ber t>on F ijl. 

9 ? 

Sßenn man jlatt ber auf ben materiellen 9)unft wirfenben 
Äraft N bie gleid^e unb entgegengefefete Äraft, ober ben auf bie 
&\me ausgeübten ^rucf betxaö)Ut, unb bie ber Slormalfompo^ 

nente t)on R, nämlidS? ^, entgegengefefete Äraft bie ßentrifu« 

9? 

galfraft nennt: fo ergibt fidf), baß ber 2)rucf N bie ©ummc 
auö ber 9?ormalromponente t)on F unb ber ßentrifugatfraft ijt, 
wo biefe @umme übrigens eine wirflid^e SDifferenj werben 
fann, wenn bie Slormalfomponente ber bewegenben Äraift F mit 
ber ßentrifugalfraft naä) entgegengefel^tem Sinne wirft. 

SBenn bie gegebene Äurt)e \)on bopp elter Krümmung 
ijl unb bie Äraft F t)at eine beliebige JRicbtung, fo fann ber SBi^ 
berjlanb N feiner Statur nad) nur nacb einer in ber Slormalebene 
Itegenben JRicbtuna wirfen. 2Benn feine JReibung jlatt finbet, fo 
wirfen auf ben beweglidS^en |)unft nur bie beiben Gräfte N, F 
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iittb bie Slefultante berfelben tft bie weitet oben mit R bejetc^nete 
Äraft. ©ie 9lormalfom^)onente btefer leisten Äraft wirb wiebet 

iutd) — ^ Qu^gebrutft/ wo p ben Ärfimmungöl^albmeffer ber gege^ 

benen JCuroe bejeicbnet/ imb nacb ber S^b^otie ber Sufommen^ 
fel^ung ber Jtrdfte mu^ bie in ber 92orma(ebene (tegenbe <fiom)>os 

nente ^^ oon R bie JRefuttante ait^ ber ^raft N unb ber in bie- 

fer Sbene Heaenben ^Komponente oon F fein. 9timmt man nun, 
wie t>orbin, jtatt ber Jtomponente \)on R bie nöcb entijegengefefes 
ter Slicbtung wirfenbe ^leidbe Äraft, b. b- bie Sentrifiigalfraft, 
iinb ftatt ber Äraft N bie gleiche imb entgegengefelfete ^röft ober 
ben auf bie Äuroe antobten 2)rucf; fo ergibt ftdf), bag bicfer 
2>rud bie 9tefttltante au^ ber 9lormalfomponente oon F unb ber 
ßentrifugalfröft iji. 

SBenn JReibung fiatt ffnbet, fo b^t ber SDrucf N, wie man 
fpater feben wirb, audb eine aiangentialfomjjonente/ weldbe aU^ 
bann ein bejtimmter X\)^U ber SKefultante an^ ben beiben anbern 
Komponenten ift, fo baf man, wenn man fie mit ber SEangcntial^ 
fomponente t)on F oerbinbet, xoit oorbin, bie aJangentialfompo^ 
nente tjon R, unb folglidb baS ©efefe ber JBewegung beS mate« 
rielten ?)unfte§ auf ber Äurt>e erbilt. ; 

§. 22. 85ei ben Änwenbungen auf SRafcbinen t)at man fajl 
nur bie ^Bewegung eineö materiellen ?)«nfte§ im Greife ju be^ 
tradb^^n, unb wir wollen un6 baber einen it6rper benfen, weldb^t 
ftd) um eine fefte 2Cre brebet, womit berfelbe burdb eine t)oll!om« 
men jtarre ©tange, ober burd) irgenb einen anbern jtarren Ä5rper 
üerbunben i% unb bie Äraft ju beftimmen fudben, weldbe wdbrenb 
ber ^Bewegung auf biefe Stange wirft 

Um bie JBegriffe beffer 5U fi'riren, woUen wir annebmen, bag 
bie 3Cre, um welcbe fidb berÄorper brebet, borijontal fei, unb 
fotgli<b ber befdbriebene Äreiö in einer SSertifalebene liegt. @§ 
bejeicbne. p ben ^albmeffer biefeö Äreifeö, fo ifl bie Sxaft, xoeU 
^er bie Stange wiberjleben muß, nicbtö anbera, atö ber oorbin 
erwibnte auf bie Äurt)e ausgeübte 25rurf, unb folglidb bi^Siefiil- 

»CO* 

tante an^ ber Sentrifugalfraft — unb au§ ber SZormalfornpo- 

nente be§ ©ewicbteS p be^ <R:6rperö. Sßenn alfo a ben fpi^en 
2Binfel bejeicbnet, welcben baS Clement beS befcbriebenen Kreifeö 
mit ber SBertifale bilbet; fo wirb ber25rucf in bem untern «^atb» 
f reife burcb: 

^.— +psina/ ober ü( — +siiia), 
9 ? \9? / 

unb ber in bem obern ^albfrcife burdb ; 
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au^gebriirft Sßenn ber &bxpex ober materielle 9)unft ben txeU 
#en/ ober 1^6d^jlen?)unft beöÄreifeö erreidi^t, fo wirb sin« = i 
tinb bie »or|)er9e()enben ÄuSbröcfe tjerwanbeln ^id) aWbann fe 
folgenbe: 

«nb wenn ber lefete 3CttSbturf negatit) <<t, fo wirft auf bte 
Stange jtatt einer Sugfraft in bem (Sinne ber Sentrifugat- 
fraft nad^ entgegengefel^tem @inne eine Drurffraft, woburt^ 
Wefelbe gegen bie 3(re gebrötft wirb. J)iefe 35ru(ffrifte warben, 
wie ba6 ®ewi(l)t p be§ Ä6rper§ in Kilogrammen auögebrödt. 

SBenn ber Mxpet wil&renb feinet »g)erabpeigen§ \)on ber mitt^ 
lern ^b\)e bi6 ju bem tieften |)iinfte beö Äreifeö, b. \), tjon ber 
^hi)t Pf bie ®efd)winbigfeit (o erlangt, iinb man will bie ©pan^ 
n«ng ber ©tange, weld^e benfelben mit ber 2)rebungöare t>erbin' 
bet, in bem Äugenbticfe feiner tieffien 8age l;aben; fo braucht 

ntan nad) §. 11 mir 2" = p i« f^fe^n, wobiird? man biefe (Sparte 

nun^ = 3p erl)alt. 25er oon ber Gentrifugalfraft f)emii)xcnU 
ai^eil biefer .(Spannung iji = 2p , unb wenn man ba^u baö ®e^ 
wid^t p be« Mxpex$ abbirt; fo erbalt man bie ©efammtfpan- 
nung =3p. 

^rinci^) bet SSranSmiffion ober Fortpflanzung bet Zxhdt 
bei bet ^ewcguniß eines materiellen ^unfte6. 

§. 23. SBir wollen annet)men, baß auf einen materiellen 
IJunft eine beliebige %niat)l t>on Kräften nad) Derfcbiebenen Sii^ 
tnngen wirfen. SBenn F bie JRefultante au§ biefcn Kraft-en in 
einem beliebigen 3Cugenbörfe ber äSBewegun^, p ba§ ®ewid)t beS 
materiellen $unfte§, « bie @efdi)Winbigfeit beffelben unb 9 ben 
SBinfet beseid^nct, wetd)en bie 9tfd)tung biefer ©ef^^winbigfeit mit 
ber 9iid6>tung ber JRefultante F bilbet; fo f)at man nad) §. 19 uÄb 
§. 20 jwifcben biefer ®efcbwinbi^fett unb ber SSangent-ialfompos 
nente ber Kraft F bi< Sttlation: 

welcbe fowol^l für bie 3eicif)en> wie für bie 3al)tenwertbe fJatt fin^ 
bet/ weil wenn 8 ftumpf unb folglid^ cos 8 negatit) ift, bie Zan^ 
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gentialfemyonente FcosS ju gleicher Seit eine ®t\^mniiihitit 
ahm1)mt bmixH, fo bag auä) d(a n^^atx^) \% 

feetradS^ten wir nun bie Ärifte, beren JRefultantc F iji, un^ 
bilben baraud jwei @rup^en/ tvotoon bie erfte biejenigen entli)alt/ 
beren Slangentialfomponenten in bem @iitne ber ®efd^n>tnbigfett 
o »irfen, n)äl()renb bie jweite ®rm>pe bie Ärafte entl^dlt/ beten 
aangentialfomiJonenten nadj? entge^enaefefetem @inn« wirfen: fo 
^aben wir nad^ §. 16, xozna SP bie Summe ber erften unb SP 
bie ber ^weiten (Sruppe t)on ^om))onenten be^eidt^net/ bie Se* 
lation : 

2P-2P'=Fcos», 

»eld|)e fowo^I für bie Seid&en, wie für bie Sö^lenwert^e flatt 
finbet. SSerm&ge biefer beiben leisten ©leidj^ungen ^ai man folg« 
Ii(^ immer; 

2P-.SF=t.l^, 
jf tfi 

SBenn ds ben unenb(id|) (leinen S3ogen ht^txi^mt, weld^en ber be* 
trac^)tete materielle 9)unft in bem unenbltcb Keinen äeitelemente 
dt befdS^reibt, fo erhalt man, wenn man betbe 3;^eile ber legten 
®leid^ung mit ds multiplicirt : 

g di $ di 

ds 

ober wenn man bemerft, baß jj- = © ifl: 

9 

SBenn man bie beiben S^^eile biefer legten ®leid[^ung iwif4)en ben 
©renjen integrirt, weld^e )wei beliebigen Sagen beö beweglid^en 
9unFte$ entfpre4)en, fo f)at ixtan, wenn $%, s^ unb ©o/ ^i tefp. 
bie biefen Sagen entfprec^enbeu/ t>on einem fejlen fünfte au& ge« 
iifylUn IBogen ber Sbrajeftorie unb ©efdj^winbigfeit bejeic^nen: 

zf'Pds^i: /"P'd.=2.^'-t.^\ 

Um aber bie IBebeutung biefer Qleid^ung unb bie barauö ^flief en« 
ben f^olgerungen auf eine einfad(^e unb nare SSeife auSbräden )U 
f innen, ifl eS burd()au$ nott>wenbtg, oor|)er einige neue JBenen* 
nungen unb Definitionen anjugeben. 
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§. 24 Q^ btm^m F eine beliebige Straft, welcbe auf einen 
ettuelnen materieuen $>ttnft/ ober auf einen ju einem S^fleme, 
bejfen üBeweguna axiö;^ no4) t>on toielen anbern Äraften a» F t)et« 
rul^ren (ann/ gepirigen materieUen ^unft toittt 3Benn bie Sliö^f 
tung tiefer Äraft mit ber 9li(btung ber ©efcbwinbigfeit De» be^ 
tra<]^teten materieUen fünfte» einen fpi^en SBinfel bilbet/ unb 
biefe ^raft folglicb biefe @efcbn)tnbigfett }u t>ergr6fern ftrebt; 
fo wollen wir fte eine SSewegungöfruft nennen; aber wenn 
4^re 9lt(btung mit ber ber ©efcbwinbigfeit be» materiellen |>un($ 
ted einen ftumpfen SBintel bilbet, unb {te folglich biefe ®e« 
((^winbigfeit ju »erminbern jlrebt/ fo wollen wir fte eine SBi« 
berjlanböfraft nennen, .^iernatb entfpritbt bie ©umme SP 
ben iBeweaung» - unb bie ©umme SP' ben aBiberjlanb«fraften. 

Da« Sntegral fPds , wot)on jebed Clement Prf* baö ^ro« 
buFt au» ber Xangentialfomponente einer ^raft F unb an& bem 
t)Ott ibrem Xngrifföpunfte b.efcbriebenen unenblicb Reinen ^©ogen 
ds ifl/ wirb bie biefer ^raft F entfprecbenbe £luantitat %v 
beit unb ba» ?)robuft Pds ba» berfelben Äraft entfprecbenbe 
eiement ber Arbeit genannt. SBenn bie Äraft F eine SSe« 
wegung»fraft ift, fo wirb audb bie ibr entfprecbenbe Arbeit rPdt 
iBewegung»arbeit/ unb wenn biefe Äraft eine SBiberftanb»« 
traft ift, fo wirb aucb bie entfprecbenbe Arbeit SBiberfianb»< 
arbeit genannt. 

Da» 2Crbeit»element fd$ lann aucb au» einem anbern ®es 
{tcbt»punfte htttaä^Ut werben; benn wenn 3 ben Sßinfel bejeicb- 
net, wetcben bie 9iid&tung be» glcmente» ds mit ber ^icbtung 
ber auf ben materiellen |)unf t wirf enben Äraft F , beren Zan* 
gentialfomponente P i% bilbet; fo i)at man: 

P=Fcos3^ fotglicb Prf«=Fcos8.rff. 

Slun ijl aber ba» ?)robuft cosd. ds offenbar nicbt» anber», 
al» bie |>ro]e(tion \?on ds auf bie {Richtung ber Araft T, unb 
wenn man folglicb biefe 9>roieftion mit df bejeicbnet; fo \)at 
man: 

Vds=Ydf, unb folglicb /P£fo=/Frf/: 

Die Ttrbeit fVds wirb alfo aucb burcb ba» Sntegral ß^df 
au»gebru(ft/ wel^e» au» einer ©umme ))on (Elementen ¥df be« 
jlebt, wot)on jebe» ba» Drobuff au» iebem SBertbe ber Äraft F 
unb ber Droiection df be» unenblicb Keinen S3ogen» ds auf bie 
»id^tung biefer Äraft \% 

§. 25. Tivii ber Depnition ber Arbeit ober be« 2Crbeit»ele* 
mente» folgt unmittelbar^ ba^ man bei ber JBeflimmung biefer 
®r6fien fiatt ber £luantitdt tKrbeit einer ^raft bie ©umme ber 
^Quantitäten %xhzxt ibrer Komponenten nebmen fanu/ unb ebenfo 
tann xaaxk für ^» einem unenblic|^ fleinen S3ogen ds entf)>re« 
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ä^tnU 3frbett«elcment bie @umtne bet ben f)rojeftioncn biefe« JBo« 
fleii6 auf tjerfd^iebene Siid^tungen entfpred^enben Xrbcitöelemente, 
b. ^. feine Äcm^)onenten md^ ben toerfcf^tebenen JRicbtungen nel^s 
men. i5enn nad) §. 16 tp bie 9)roiefrion ber Slefultantc auS 
einem ©pfferae t)on Äraften, »eld>e nad) t»erfdS)iebenen Slid^tungen 
auf bcnfetben materieUen ?)unft wirfen, auf eine beliebige gerabe 
ginie immer bie at9ebraifdf)e @umme ber ?)rojeftionen ber Äom« 
<)onenten auf biefelbe gerabe ginie. SBenn man folglidf) bie Slicb* 
tung bed S3ogen6 ds jur f)roief tion^are nimmt unb bie ^xoicttio^ 
nen ber Komponenten t^on P auf biefe Are mit Pi, P2, Pj etc. 
bejeid^net; fo f)at man: 

P = Pi+P2+P3 + etc., 

folglich: 

fPd^=fP,ds+fPr,ds+fPsd8+etc., 

rotlä)e ®(eid)ung bie erfle ber ern)it)nten Transformationen au$« 
brucft. 

25e§gleicben, wenn ^i, ^2/ ^3/ etc. bie SBinfet bejeidbnen, 
toetd^e bie Projektionen ober Komponenten ds^ , ds<x , ds^ , ete. 
be6 unenblidj) fleinen SSogenö ds mit ber Slicbtung ber Äraft F 
bilben; fo %<xX man, wenn man biefen Sogen unb feine Äompo« 
nenten auf bie JRid^tung ber Äraft F projicirt, bie ©leicbung: 

djf =r cos 5.£fe = cos \ .dSi + cos So »dSi + cos 83 .cfea + etc. , 

fotglidj^: 

fVdf—/F cos ^1 dSi + y F cos 92d$2 +fV cos d^ds^ + etc. / 

weld)e bie jweite ber angefulf^rten SEranöformattonen auöbriidft, 
weil iebe§ ©lieb beö jweiten "^l^eileö bie Quantität Tixbtit aus* 
brüdft, welche man erbalten würbe, wenn ber materielle 9^nlt, 
auf welchen bie Äraft F wirft, ben in biefem ©liebe als S^ftor 
toorfommenben fleinen SBoaen befd^riebe. 

SBenn alfo X, Y, Z bie Komponenten ber Äraft F na^ 
brei red^twinfligen Äxen, unb dx, dy, dz bie Komponenten ober 
|>roirttionen beS äßogenS d$ nad^ benfelben ^licbtun^en bejeiclj)« 
mn; fo b^t man nad^ bem t^orbin ®efagten bie Stelatton: 

Pds = Ydf=Xdx+Ydy+Zdz\ 

benn in biefem galle pnb bie ®r6|ien F cos ^1 , F cos «l^ , 
F cos Jj nichts anberS, al8 bie Komponenten X, Y, Z ber Kraft 
F, unb bie Komponenten ds^ ds2,^ds^ beSSBogenS ds finb mdl>tS 
anberS/ als dx, dy, dz. Sermoge ber obige# ^(etcbttng fann 
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man fot^ttc^ in ben ÄuSbttid ber fiiuantität Arbeit einer itröft 
bie 7^xbiit^Viantitatm einfiil&ren, tveld)^ tjon Komponenten f)errül&:^ 
ren würben, bie auf fingirte ?)unfte wirfen, xoüä)^ fiä), tvie bie 
?)rojcftionen be6 ?)imfte§ bewegen, worauf biefe Äraft wirft. 



pco^ 



§. 26. SBtr wollen bie ®to^eY'~P- Y ^^^ lebenbige 
Äraft nennen, unb wir werben fpater fel)en, wie biefe S3enen* 
nung burd^ bie Statur ber baburc^ bejeidjjneten ©roße 9ereclS)tfer= 
tigt wirb. 

SJladJ) bem JBorl&ergebenben lafit fic^ nun leic^^t ber in ber 
@(eidl^ung : 



2 Apd,_2 /•'^p/rf,=:£^"_iLt^* 

•7*0 J *o 9^9^ 



(l) 



entl)aftene ^a% in SBorten au^brücfen, mm\\ä}\ baf für eine 
beliebige 2)auer ber ^Bewegung bie 2)ifferenj jwi^: 
fcben ber 85ewegu,ng§^ unb SBiberjlanbSarbeit ber 
auf einen materiellen ?)unft wirfenben Kräfte ber 
Sunal^me ber lebenbigen Kraft biefeö ?)unf teö wal^s^ 
renb berfelben di^xt gleidb ifr 

aSermittelfl biefer ®leid)ung fann man bie lebenbige Kraft 



pCö* 



gj-beS beweglidS^en ?)unfteS für einen beliebigen Äugenblitf be^ 

jlimmen, wenn man biefelbe für einen anbern 2Cugenblidf fcnnt, 
unb bie Quantitäten tttrbeit für ben entfprecbenben 3eitraum be- 
red)nen !ann, roc^f)alb^ mein biefe ©leid^ung and) bie ©leic^ung 
ber lebenbigen Kräfte genannt bot, weld^e wir bie ®lei* 
cbung ber Stranömiffion ober Uebertragung ber TCrs 
beit nennen wollen, ©iefe S5enennung wirb t)oUj!anbig gered!)ts 
fertigt werben, wenn wir bie t)orl^<ergetenbe ©leicbung auf ein 
@9Jlem materieller 9)unfte au6bet)ncn; aber fte la^t ft4) aud^ 
fdbon jefet genugenb rechtfertigen. • 

®enn wenn man bie ^Bewegung tjon i\)tem SSeginne bis ju 
ibrem @nbe, b. 1^. \)on bem Äugenblicfe an, wo bie ©efcbwinbig- 
feit G)o = war, bi§ ju bem 3Cugenblicfe, wo bie le^te ©efcbwin^ 
bigfeit ©1 = wirb, betrad^tet; fo l)at man: 



(2) 



S APcb-2/*''P'dÄ=Oober ^f''Vds=^f''V'ds, 

b. ^, bie ®ewegung8arbeit ift in biefem galle ber SBiberjtanb6« 
arbeit gleid^. ^ftun fann man ftdb aber tjorjtellen, ba^ bie Kräfte, 
weldbe bie SBiberjlanbSarbeit bert>orbringen, toon ber SBirfung 
materieller fünfte b^i^tübren, bie mit bem betrachteten in SSerüb* 
rung fleben, unb auf wel4)e ©rurffrdfte ausgeübt werben,^ bie 
benen gleidf) unb entgegengefefet ftnb, weldtie fie felbfit auSuben, 
nxi^ beren Äotalarbeit = "LfV'ds ifl, welche für biefe 9)unfte 
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Ätt IBewegimgSntbeit Utxad^Ut »erben mn^. SJ?an fann alfö 
faaen: ba^ bic Arbeit Zffds ber auf ben beweglid^en §)unft 
»öbrenb bcr ganjen Sauer ber ^Bewegung wirfenben JBewegungS« 
frafte ganj auf bie materieUen?)unfte übertragen wirb, »eldj^c 
bie SBiberflanb^frdfte l)ert)orgerufen l^aben. Ttu^ biefem ©eftc^tös 
})un!te betrachtet/ fann bie obige ®Ieid)ung (2) ober bie ®lei* 
c^ung(l), worauf fie abgeleitet ip, bie ©leidbung ber Ueber« 
tragung ober Sortpflanjung ber Arbeit genannt wer* 
ben; aber biefe SSenennung wirb, wie fc^on bemerft, noc^ befon^ 
b^rö geredbtfertigt werben, wenn wir gejeigt l&aben werben, wie 
bie ®Ieiclj)ung (1) auf ein beliebiges ©pftem materieller 9>un!te, 
ober auf eine üWafc^ine auSgebebnt werben fann. 

SBenn man bie ®teid(^ung ber lebenbigen Jträfte, ober ber 
Uebertragung ber ZxUit auf ein 3eitintert)aU anwenbet, weld^eS 
pifd()en bem Äugenblicf e, wo ber bewegli^^e 9)unf t eine ©efd^win- 
Bigfeit oq Htte, unb bem Xugenblitfe, worin bie lefete ®ef^wins 
bigfeit 01 = i% liegt, unb annimmt, baf wal^renb biefeS 3eit^ 
raumeö nur SBiberpanbSfrdfte P' wirfen; fo l()at man: 

SBenn nun, wie wir eben bemerft IS)aben, bie Tttheit/P^ds 
ber SQSiberftanbSfrdfte von dufern materiellen ?)unften l^errül^rt, 
weld^e ibre äßirfungen auf ben beweglichen $unft ausüben; fo 
^aben biefe dufiern fünfte eine £luantitdt ^ewegungSarbeit er$ 

1^ alten, welche genau burdt) p. —- gemeffen wirb. 

2)iefe lefete ®r5^e fann folglich al8 ber ^Cuöbruc! ber Arbeit 
betrad^tet werben , rvtl^t ein Äorper t)on bem ©ewic^te p unb 
ber ®efclf)winbigfeit ©o IS)ert)orbringen fann, inbem er h\^ ju bem 
<Srl6fcl)en biefer ®efclj?winbigf eit auf anbere materielle ?)unfte wirft. 

^an fJnnte iat)cx bie ®r5fle p -^ bie biöponible iQuanti« 

tat Ttrbeit be§ Äorperö nennen, unb man fiebt bemnad^, was 
tum einige @d(^riftpetler unb ptaftifc^e SKedS^anifer, weld[>e un- 
ter bem 3Cu§brucfe Äraft baffelbe tjerjtanben, wa§ wir Arbeit 

genannt i)ahtn, baö ?)robuft p^^lebenbigeÄraft nennen. 

SRelative SSewegung eines matettetlen |)un!te8. 

§. 27. ®tatt bie ^Bewegung eine« materiellen ?>unfte« auf 
fejle Ären im 9iaume ju bejieben , fann eS juweilen erforberlid^ 
fein, biefelbe auf 2[ren ju be)ielS)en, weld[)e (i^ mit irgenb einer 
®efd)winbigfeit im JRaume fortbewegen, aber babei ibre gegen* 
feitige Sage beibe(;alten. 2(föbann ftnb bie ©efc^^winbigfeiten beS 
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btvHßiU^ fhmftcS in Scst^im^ auf btefe Vrm retatUe 9c« 
fdbtotnbtgf ettcn / itiib wir »oUcn ie(timterfiii(en, wtlift 9fe(atios 
neu ivo^^n Mefen relativen ®ef(^n>tnbigfeiten iinb ben Jtriftcn 
ftatt finben. 

& feien :r|, y,, Zi bie itooibtnaten beS ben>e9n<ben 9unfteS 
in Se|iebnng auf bie brei feften redS^twinHigen Xren, x, ^, z bie 
Jtoorbinaten beffelben f)untteS in Sestebung auf bie bnoegIid|^ett 
redl^toinHigen Xren/ ^, ii, i bie *£corbtnaten bed beweglichen Xn« 
fangSpuntted in Se)iebnng auf bie feflen Xren, a,h,c\ €l,b\ d\ 
üf*, V\ &' bie JtoftnuS ber SBtnfet, wet^e bie beweglichen %%m 

mit ben feflen Xren bilben, unb enb(i(|^ 0>^i)/ bie SSinfel^ 

welche bie Xren ber x unb ber jti, mit einanber bitbcn; fo 



a =cos(»ar|), 6 =cos(yXi), c =co8(2Xi), 
a'=co8(j?jfi), A'=cos(yy,), c'sscosCzsf,), 
a''=cos(«i)/ 6"=cos^Zi), c"=cos(zzi). 

2)iefe Aoffnuö/ fo wie bie itoorbinaten %, n/ 4 beS beweglicben 
Xnfongöpuntted finb gunftionen ber %txt, unb bie belcinnten gor« 
me(n/ welcf^e bie ^Relationen jwifclt^^n }wet red^^twinfligen itoorbi< 
natenf9{lemen au&bräcfen/ geben: 

^i=5+«+Ay +CZ, 

z^=i+af'x+b''y+cf'z. 

2)ifferen)irt man biefe ®(eid^ungen in !Be)iel(iung auf bie Seit t, 
fo erlf^ilt man: 

dxi di . da . db . de . da , ^ djß . dB 

^^ \dt di~ "^rfT ~ ^ dt ~ dt ^ dt~ dt^ M* 

[di dt^ dt ^ ^ dt ^ di ^ dt~ dt ^ di 

Sir wotten bie Äomjjonenten ^f ^^ j^ ber relatiben ®e» 
fc^winbigfeit beö materiellen 3)unf te6 in fl5ejiell)ung öuf bie beweg* 
lid^en Äyen ref)>. mit u, v, w unb bie Äomponenten -^f -j/ ^ 
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bet obfolttten ®efci(ywmbtgfeit beffclben in SSejiefjung auf bie fe« 
fkitiZxtn mitUu t?i,«e>i bcjeid^^en. gerner feien Ue,Ve,We bic ana* 
logen £om)>onenten für eine ffngirte fi3emegung in iiBejiel^ung auf 
bie feilen Ären, xoel(i)t bie be6 möterieUen ^JnnfteS fein würbe/ 
tctnn berfelbe in bem betra4)teten 2CugenbUcfe :pl6^ltcl|) auf eine 
um)crdnberlid)e SS8eife mit ben beweglid^en Ären t)erbunben würbe; 
fo \)(xt man bie SJelationen: 

di , da . db . de 

dn , da' , db* , de' \ ^.v 

• dl ' rfi ' ^ rfi ' di ' ' ^ 

dK , rfrt" . rffc" , i/c'' 

' dt * dt ^ dt ^ dt * 

imb bie ©teidbungen (B) toerwanbeln ficb alfo in folgenbe: 
Mj = Me+ att4- Ät)+ cto, J 
t>fC= Ve + a'M+ 6't;+ c'te?, f (i) 

ic^ = to, + a"M -f- 6"r + c"«? . ' 

§. 28. SBir wollen^ junadbjl bie ©igenfc^aften biefer ©e» 
fd&winbigfeiten etxüa^ m\)tx unterfud^en. SBenn man t)on ber 
©efd^winbigfeit beö beweglicben 2Cnfang§i)unfte§ ab^xat)ixt, fo 
.t^at man: 

da . db . de 

d«' , db' , de' V fr\ 

^'=^dr +»dr+^dr' ^ ^'^ 

da" , d6" , de" 

3n)ifd)en ben Äopnuffen a, b, c*^ a\ V, c'; a", 6", c" finben 

befanntlidf) bie ^Relationen jlatt: 

»orau« fid^ burd^ Differenjirung ergibt: 
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bdb+ b'db'+ V'db''^0, \ 

cdc + &dc' + &'d&' =0, j (p) 

ada+a'da' +a''da'' =0, ^ 

bdc + Vdcf + 6"dc" = - (cd6 + c'rf*' + &'db''), \ 
cda + &da' + &'da'' = — (ade + a'dd + a"dc'0 , j (?) 
' adft +a'd6' + a*'db'' = - (6da + 6'da'+ fr^do"). ' 

SSBtr wollen ber Äiirje wegen fefeen: 

cdft + &db' + c^'dfc^' = pdt , 1 

adc+ a'd& + a"dc" = qdt, [ (r) 

6da + b'da' + 6"da'' = rd« , ) 

unb Ve fei bte fingirte ©efdf^wtnbtgfeit, beten Komponenten mä^ 
ben fejlen 2tj:en refp. m«, t?«/ «?« finb. SBenn ntön bie Äomyo- 
nenten berfelben ®ef(l()n)inbi9feit nac^ ben beweglichen %xtn l^aben 
will/ fo muß mön bemerfen, baß man md) bet bekannten ai^eorie 
ber ?)roiefttonen bie Slelation i)at: 



Vi cos (JJeX) = aWe + a% + a"lOe. 

^nltiplicirt man folglich bie etjfe ber ®leidS>ungen (l) mit a, bie 

g>eite a\ bie britte a" unb abbirt bie ?)robuftc jufammen; fo 
mmt: 

U.cos(üea:) = ^-5;r' + Jf-^ + * "Sr 
* rfi ^ rfi * dl 

ober wenn man bie obigen ^Relationen berudftd^tigt: 

UeCOs(ü^) = — ry+ qz^=:qz — ry. 
2)ur(l^ eine il^nlid^e Stec^nung ftnbet man eben fo: 

U|. cos (U^y) = rar — pz , 
V, eps(Ue2)= pjf ~ gar. 
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aSenn man biefe Sßertt^e natjtx vLnUtf}xi)t, fo ftnbet man, bafi bte 

Stidftun^ bcr ©cfd^winbigWt ü* ju 9lcidf)cr Seit auf jwci Slid^^ 
hingen fenfrect)t ijt, weld^e mit ben bemeglidf^en Ären aSinfel biU 
ben, beren Äo jinuö inxd) : 



unb: 



r^w^*' r^^^' r^-h^H-*» ' 



p y r 

F?¥^^' rpH-^'-H-^' T?^^F^ 



«u^gebrürft werben, wai barauS folgt, ba{5 bie Summen ber|)ro« 
bufte ait6 je jwei biefet JtofinuS =0 ftnb, namlic^: 

X cos (ü^) +y coi^ (ü,jr) + z cos (ü^) =0, 
/) cos^(ü«a:) + g cos (ü*y) + r cos (U«z) = 0. 

6ö fei O (gig. 10) ber bewegtidj^e Änfangöpunft, M ber be* 
trachtete materieUc funtt unb P ein geometrifcber *Punft, beffen 
itootbinaten in SSejie^ung auf bie ben)eg(icl()en ^Cren ]p, q, r jtnb ; 
fo^baben bie geraben ßinien OM unb OP genau bie Dorbin er« 
wabnte Sti6)tnm, unb wenn wir auö bem |)nnfte M baö |)erpens 
btfef MC auf OP faflen; fo ijt bie juglei* auf OM unb OP 
fenfrecbte ©efd^winbigleit U« aucb auf ber geraben ßinie MC 
fen(re4)t, weld^e in ber Sbene ber beiben legten geraben Sinien 
liegt. Da aber bie Slic^tung t>on OP wabrenb ber unenblicb Kei« 
nen Seit dt nabeju fonfiant ifi, fo fdHt bie 3?i4itung t)on Uv mit 
ber SJicbtung ^ineö ÄreiSbogenö jufammen, welcher in einer auf 
OP fenfre(bten (Sbene aug bem fünfte C alö ÜRittelpuntt unb 
mit bem »f)albmef['er CM befdbrieben ijl, b. b- bie fingirte fl5ewe* 
gung be6 materieUen ^un!te$ mit ben beweglichen 2Cren ifl w&b< 
renb ber unenblidb '(einen Seit dt eine Stotationöbeweguna um 
bie 2tre OP, unb wenn (p bie SBinfelgefcbwinbigfeit biefer »ewe* 
gung bejcicbnet; fo ijl ü, = <p.MC. 

SBenn man ben SBinfel MOP = » fefet, unb bie SBertbe ber 
itoftnuö ber 3Bin(e(, xoüi)e bie geraben Sinien OM, OP mit ben 
beweglicben Ttxtn bilben, berucfftqitigt; fo ^at man: 



' -.- « r(|»y-ga>)«-4-(rJt-p»)'-t-(y»-r»)» 
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oket: 

ober: 

OM8ln»=MC=p=^,, unb U. = ri?T?+7r. MC 

unb cnblid^ wegen Ue=?<^.MC för bte ffiinfetgefdS^wmbtgfeit ^ 
ben 2(u$brud: 

2>ie ®xb^m p, q, r ftnb nietet t)on ben JCoorbinaten x, %f, z, fom 
bern b(o$ t>on ben äBtnfeln abl^dngtg^ weld^e bte ben>e8(ic^en 2Cren 
mit ben fejlen Ären bilben, «nb y^on ben SSetinberungen biefer 
SSBinfel. $olg(tcl() tfi bte ))on bem be)t)egltcit)en 2(nfan^§))unfte nad^ 
bem ?)unfte, beffen Äootbinöten in IBejtel[)ung auf bie beweglidfjen 
%xtxi, p, q, r finb, gejogene gerabe ginie für alle ^nntte, xoeld)t 
ber ffiewegung ber beweglidj^en Are folgen, eine SiotationSare/ unb 
ttu^ biefem ©runbe f)at man biefc gerabe ginle eine augenblicf« 
l\d)e Sftotatt curare be^ @i>ftemeä genannt. SQBenn K t^f v 
bte Sßtnfel bejetd^nen^ xodö^e bte augenbltctltcbe Stotattonöare mit 
ben bemeglidE^en TLxen bilbet/ fo If^at man: 

p:=fcosX, q=z(pco»ii, r=^cosy. 

3Ctt6bnt(f hn Jtraft bei ber relativen Semegung. 

§. 29. SBir moHen nun bte Sielationen auffud^en, »el^e 
pif4)en ben relatitoen ®efd^n)tnbtg(eiten unb ben Gräften ftatt 
ffnben. j^nx^ ein gen>6l()nlidl»e^ d n^oUen xoix bie ^tfferenjiale 
bejeict^neu/ welä)e für bie xelatm S3en>egung be6 materiellen 
?>unfte§ in Sejiel&ung auf bie bewegltdf^en aren genommen ftnb, 
b. l). xotnn man nur bte Seit t in x, y, z fid) inbern l&^t, unb 
bur4> de bie 2)ijferenjtale für bie Fortbewegung be§ materiellen 
fünftes mit bem beweglichen Xrenfplteme, b. IS), wenn man bie 
Seit t nur in 6/ n, 4 "nb in a, b, c; a% V, cf\ a\ 6", c" 
»ariiren läßt, unb enblicb buti) d| bie ©ijferenjiale für bie ab« 
folute ^Bewegung bed materiellen fünftes in fi3e)iel()ung auf bie 
feilen Ären, b. \). wenn man bie 3eit t jugteidj) in x, y, z unb in 
%, n, i\ a, b, c; a' V c'; a", ft", cf' tjariiren laßt. 

SEBenn man bie erfle ber ©leid^ungen (B) bifferenjirt, inbem 
alle barin t>orfommenben ®r6ßen atö Y)eränberti(|^ betra(lf)ter wer^^ 
ben/ fo erhält man; 
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M 9 r^ ^ O- ^ — -l- ^ ^"1 
"^ L «'^ ' «^^ «'^ * <" rf« • dl J • 

SBenbet man nun bie eben ern)dlS)nten SSeseidS^nungen an, fo fann 
ber erjie SEIj)eit biefer ©letdS^ung burd^ -^ auSgebrßdft werben, imb 

ba bie in ber erjten ?)arentl()efe ftelE)enben (Süeber genau baS ©if^ 
ferenjiat be§ burdf^ bie erjte ber ©leid^ungen (A) gegebenen SBer- 
tl)e8 t)on M« bilben, inbem man x, y, z al^ fonpant betracl()tet; 

fo !ann man bie in biefer 9)arentl)efe <telS)enbe ©roße iutd) -~^ 

auSbrüdfen, fo baß bie t>orl^ergel^enbe ©leic^ung folgenbe gorm 
annimmt: 

cf,«! deUe i / du . . dt , dw\ 

+ 2 L" 7i+^-S +«^-Äj' 



(*) 



unb wenn man bie beiben leisten ber ©leic^ungen 
(B) auf biefelbe SBeife be^)anbelt; fo erl^alt man 
ebenfo : 

dt dl ~ \ di~ dt^ dt) 

. \ r da' , dh' , cfc'l 

£lSI = *^+ C„'/ § + 6- J + c" ^) 

, .r da" . db" . rfc"-l 

aOSenn IT ba§ ©ewid^t be§ materiellen 9)unfte§, F bie feine 
abfohlte ©ewegung ben>ir!enbc ^raft unb a, ß, y bie SBinfel be* 
jeid^nen, welche bie JRid[)tung biefer Jtraft mit ben feften 2f]cen 
bilbet; fo l)at man nad^ ben 9Ielationen im §. 17: 



F cos y = — . --r- . 
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XuS ben (Sleic^ungen («) ergibt ficb, na(l|)bem man fit t>mdf — 
multiplicixt l)nt: 

j V dt ' <tt ' dty 

= Fcos«-- . — -_(^«-+ v-^w-),^ 

g \ dt ^ dt ^ dt) 

^ \ rfl * f/« ! dt) 

« n rf«ice 2n/ da'* , d6" , dc"\ 

' S dt g \ di ^ dt * dt J 

unb wenn man bcmcrft, bag bie ?)roieftton einer Äraft auf eine 
2Cre ber (Summe ber ?)roieftioncn bcv Komponenten berfelben auf 
biefetbe Tfre gteie^ ijl; fo erfennt man leicht, baf bie erjtcn St^eile 
ber brei tjor^erge^enben ®Ieid)un9en bie ?)roieftionen einer ftngirs 
ten Kraft/ beren Komponenten nad} ben beweglid^en Ikxtw refp. 

n rf« II ^^« n d%o , 

T dt' T'di' T 'It ^*"^' ^"f ^^^ *^^^' f^^^" "^^^^ auöbrucfen. 
2)iefe ffngirte Kraft ijl biejenige, metdje für einen ftd) mit ben 
beweglichen Ären fortbewegten SBcobac^ter bie relatitje ^Bewegung 
be§ materiellen ?)unfteä in JBejief)ung auf biefe beroegtidjen Ären 
l)ert)orbringen fonnte. 

2)ie in ben jweiten SEl)eit berfelben ®leic()ungen tjorfommen- 

ben ©lieber — . -^, j- . -^/ ~- . -^ fmb bie Komponenten 

ber Kraft nac^ ben fejien Ären, welche bie Sortbewegung be§ ma- 
teriellen ?)un!te6 mit ben beweglichen ?(ren bewirfcn fonnte. SBir 
wollen biefe Kraft burd) F,, bie SBinfcl, xocld)e iljre JRicbtung mit 
ben beweglichen Ären bilbet, burd) le, me, Ue unb bie SBinfel, 
weldf^e bie JRicfctung ber Kraft F mit benfeJben beweglichen Ären 
bilbet, burc^ /, m, n bejeicbnen. 

SQBenn man bie erjie ber ®teic()ungcn (u) mit a, bie jUDeiH 
a'/ bie britte a" multiplicirt, bie 9)robu!te jufammenabbirt, bann 
in S5ejiel)ung auf 6, b% 6" unb c, &, d* eben fo t)erfaf)rt, unb 
enbUc^ bie neiter oben angegebenen ^Relationen jwifcben biefen 
loerfc^iebenen Koftnuffen unb - it)Ten 2)ifferen}ialen berucfftc^tigt; 
fo ^\ß\X v^^Xi na4) i^n;{(a()teten diebuftionen bie ®letcli)ungeii : 
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n ^^ ü . 13 » 2n, 

•-••■5j=Fco8iii— F^coswit (rw— p«?)/ > (v) 

n dw 2n. . 

---.•jj'ssFcosn — Ffcosn« (pi? — qu), 

n>orin bie ^roiefttonen ber iKrifte auf bie bewegltdS^en Zun unb 
nicl^t me^t bie auf bie feflen ^Cren tjorfommen. ©iefe ®Ui^nn^ 
en geigen / ba$ man bie re(atit>e fi3en>egung eineö materiellen 
unfted inS3eiie^ung auf beweglic^^e TCiren ebenfo be()anbeln lann, 
n>ie eine abfolute ^Bewegung in i8e^itf)una auf fe{!e SCpeU/ wenn 
man annimmt, ba$ au^er ber n)irflt(ben itraft F nocb iwei ftn^ 
üirte Ärafte auf ben materiellen ?)unft wirfen. 2)ie erjle biefer 
pngirten Ärifte ijl ber Äraft F«, welche bie gortbeweauna be« 
materiellen $unfte$ mit ben ben^ealicben Xreu/ b. b- bte iBen^e« 
gung biefeß 9)unfte« b^tDorbringen Wnnte, weld^ie berfelbe anneb- 
men mürbe, n>enn er plbl^lid) auf eine unt)erinberltd(^e SBetfe mit 
ben beweglichen %ren i^erbunben mürbe, gleid[^ unb gerabe entge« 
gengefefet. 

©ie 9)rojeftionen ber jmeiten fingirten Äraft auf bie bemeg? 
ticken 2C):en ftnb: 

unb wenn man biefe i(raft mit F^ beieidl)net; fo l^at man: 

F'— — r (^-r»)» + iru^yw)^ + (pv-rquy . 

©ie Slidfitung biefer Äraft ifl auf ben beiben 8lic(>tungen fenf« 
recbt/ meld^ie mit ben beweglichen %):en SBinfel bilben, beren Äoft^ 
nu6 folgenbe SQ8ert|)e b«ben: 

tinb: 

rpH-^+r*' r^+^H-t^' T^^^' 

unb meim man ben 9cn biefen beiben 9lt(IE^rungen gebtlbetin SBtm 
fei mit V bijeicbnet; fo ftnbet man leicht: 
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worauf folgt: 

9?un ifl aber j^^Xpqip bie aBmfel gcfd&winbig teit (p ber ©re« 
^ung um bic augcnblid (id^c 2Cj:e unb K «H^^+ir«. sin 3' ijt nicj^tS 
onberS, al8 bic ?>rojcf tion ber xclatmn ©cf^winbigfeit |^f«^H-tj»+to* 
auf eine auf biefer Are fenfred^te @bene, weil 3' ^m SEBinfel be» 
jeic^net, wefdf^en bie Slicbtung biefer ®efcl[)n)inbig!eit mit ber ber 
augenblirfli^en 2)rcbung*are bilbet. S5ejetd)net man biefe rrta« 
tim ©efcbwinbigf eit mit ß, fo fann man folglid) fefeen: 

F'=2 5.<pßsin8'. 

9 ■ - - ■ 

©iefe lefete ©leicbung lebrt: baß. bie jweite fingirte Äraft, 
welche man einfiVbren muß, um bie relative flSewc^ 
gungwie eine abfolute bebanbeln ju fonnen, ba« 
X>oppeltz bfr Äraft ift/ n>el(be bie äöef^Ieunigung 
<pösin8' berüorbringen fonnte, bie baS 9)robu!t au« 
ber SBinfetgefcbwinbigf eit ber SJotationöbewegung 
um bie augenblicflidj^e %xi imb au§ ber 9)rojeftion 
ber relativen ®efc()n)inbigfeit auf eine auf biefer 
3Cre fenfreclt)te gbene ijl, unb if^xe JBic^totng ijl auf 
ber augenblic!(id()en SiotationSare ber beweglichen 
Ären unb auf ber Slidf^tung ber relativen ©efd^^win« 
bigfeit fenfrec^t. 



yrinctp ber Uebertragung ober gortpflansung ^ber 2Crbe(t bei ber relativen 
fBim^m^ eines materieUen fünfte«. 

§. 30. UnterfuclE)en wir nun, wie fic^ bei ber relatben ä8e« 
wegung^eine§ freien materietten ^unfte§ ba§ ?>rincip ber lebenbi« 
gen Ärafte ober ber Uebertragun^ ber 2Crbeit geftaltet. 

SQBenn man bie erjie ber (Sfeid^un^en (v) mit udt, bie jwcite 
mit vdt, bie britte mit wdt multiplicirt unb bie ?>robuf te jufam« 

2n 
menabbirt; fo lieben (tc^ bie ©lieber mit — gegenfeitig auf, unb 

wenn man bemerft, baf man l^at: 

Q,%s=u^+t^+w^, folglidil QdQ^udu+vdv+wdw*^ 
fo l&ft ft(|| bie erf)altene ©let^ung auf folgenbe Sorm bringen: 
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— 0({QseF(ttco«l-]*t)coim-)- mtOBn)dl 

— F«(ttcos/#+ t?cosiii,+ tccosn«)(ff; 

rt tjl aber: 

x-^ -'^v. x-\ 

tf=i2co8(Qr)r)/ ««i;tco8(%)^ iossQco8(X2z), 

tinb fol0(t((^ ()at man: 



TT — ^ y^^ 

— adß = TSldt [cos (i^jr) cos l + cos (%) cos m+cos (ftt) cos »] 
— T^Qdt [cos (12x) cos 2r + cos (%) cos mf + cos (X2z) cos Ht] , 
ober melme]()r: 

" ßdQ =F fldt cos (QF) — F, üdi cos (OF.). 

SBenn man mit df, dft bte 9>toiefttonen bei wi^renb ber Seit 
dt berd[)rtebenen relatit^en SBegelementeö auf bte [Richtungen ber 
JCrifte F/ F« beseid^net/ fo t^erwanbelt ^id) bte lefete SUid^ung in 
folgenbe: 

^adQ=Fdf—F,df., 

n>orau8 folgt/* menn man smifd^en {mei Settmomenten integrtrt/ 
fär meldl^e bie ulatwt ®efc^n)tnbigfeit bie SBerr^e Qi mib 
Qi t)at: 



3n biefer ®leidl)ung fommt bie jmeite ftngirte itraft nid(^t 
wx, xoxt au6) ju erwarten war, weil biefe Äraft auf ber tStii)* 
tung ber relativen ©efdj^winbigfeit ober ber beS befd()riebenen S35eg* 
elementeS fen!redl)t ijl, unb folglidb feine relatitoe 2Crbeit b^i^^or^ 
bringen fann. 

SBenn man annimmt, wie wir e$ im SSorbergel^enben getban 
^aben, baß bie Ärdfte F unb Ff bie Slefultanten aw^ mehreren 
anbern Gräften ftnb, biefe itrifte auf bie 9tid(^tung beö @Iemente< 
ds be§ re(atit)en SBegeS unb nicbt biefe6 Clement felbfl auf bie 
JRid^tuna jeber Jtraft projicirt, wa6 in SScjiebung auf bie JCrbeit 
gletdbgmtig ift, bann biejentgen biefer 9>ro)eftionen/ weUbe in ben 
Sinn ber relatiioen ®efd[^winbigf eit Q> fallen, gu einer erflen 
(Srupye, unb bie nadb bem entgegengefe|ten ®inne gcri4>teten iv 
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einer jwftten ®ru^|>e t>erWnbet, unb entließ mit P, F jwef Wie» 
bifle ^roiefrioncn au^ bicfen beibcn ©ruppcn, fo wie mit P«, Ft 
{toei analoge ^rojeftionen in JBejie^ung auf bte 9iefultante F be« 
Setd[)net; fo fann bte 9orbergel;enbe ®Uiii)\xni auf folgenbe ^orm 
gebracl^t werben: 

n ^ -n ^=2/Pd«-2/P'«is-2/P,c&+2/P'ed*/ 

woraus folgt: ba$ bie ®Ieid[^ung ber lebenbigen itrafte 
ober ber Uebertragung ber Xrbeit aitd^ noc^ bei ber 
relativen fi3ewegung flatt finbet/ wofern man ju ber 
Arbeit ber gegebenen Ärdfte F no(l(> bie Mnswffis^/ 
welche bie ilrifte l^ert)orbrtngen warben/ bie benen 
gletdi^ unb entgegenaefeigt finb/ welche auf ben ma< 
terlellen 9)unft wirren müßten/ wenn fi(l(> berfelbe 
fo bewegen foUte/ ali wenn er mit ben bewegliil^fii 
^ren auf eine unDerinberlid^e SBeife fe{i t)erbunben 
wdre. 

9>rtn€t> ber Uebertragung ber TCrbeit bei ber relativen fßmt^nn^ , wenn fl^ft 
bie bet9e0li(^en 2Cren gteic^firmig um eine gegebene %xi brefyen. 

§. 31. Um t>on biefem $rinci))e eine Xnwenbung )u madj^en^ 
wollen wir annehmen , baß bie Bewegung ber bewegli(l()en Äyen 
eine glei(^f6rmige {Rotationsbewegung um eine gegebene %xe fei; 
fo ift bie Äraft, wel(be bem materiellen 9)un!te biefelbe Dotation«* 
bewegtmg ertl()eiten fann, alS wenn er mit ben beweglicben 2Cren 
ouf eine unoeranberlidf^e S38eife feft tjerbunben ware^ nidj^t« an^ 
berS als bie Sentri^etalfraft unb bie ber «Kraft F« gletdi)e 
unb entgegengefe^te ^aft i^ genau bie CEentrifugalfraft/ weld^ 
burt(^ : 

9 

auSgebriitft wirb/ wo <^ bte SBtnfelg^d^iwinbigfett unb r bieSnt» 
fernuttg beS materiellen ^xAM oon ber StetationSare ift. 

©a dr baS in bem ^xxvat ber Centrifugalfraft befc^rieben« 
relatit)e SBegelement ift, fo rebucirt ftd^ baS (Stieb — /F^df^ auf 

/—(f>h'dr = j- 9>*(rf* — rj*)/ wo n unb r^ bie ben beiben 

3Cugenbli(fen, jwifc^en weld^en bie ©leid^ung ber tebenbigen Ärifte 
«ngewanbt wirb , entf^)redl)enben SBertbe ber entfernung r be« 
materiellen 9)unfte« tjon ber SRotationöare bejeicbnen. 

SSenit Vi unb i£« bie ®ef<i^winbig!eiten bejeidl^nen/ welcfK ber 
MotfrieUe 9un(t in ben beiben erw&l^nten 3(ugenbli4en annebmcn 
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witU / »enn berfeti&e mit ben ben)eglidl)en Ztm fefl üetbunbeii 
»Ire; ^o f^at man: 

fo baf ft4) iai t)or()ergel[)enbc Sntegral auf: 

r^udrt/ unb bie ©let^ung ber lebenbtgen Jtrifte auf folgenbe 
Sorm gebrac()t n^erben fann : 

woraus folgt: ba@ man bei ber relattoen fßttotannQ 
eine« materiellen ?)unfte8 in ©ejic^)un3 ^auf ein 
Äyenfpftem, »eld^eS fid^ mit einer gleicl[)f6rmiaen 
8lotation8gef(^n)inbia!eit um eine fefte 5Cre brepet, 
jur Jßejiimmung be6 3un)ad[^fe§ ber relatit)en leben« 
Bigen Äraft nur ju ber, wie hei ber abfoluten Jöe» 
»egung/ berechneten Quantität Arbeit ben Sumad^« 
ber lebenbigen Äraft Mnjujufugcn brandet, wcldber 
ber SiotationSgefc^winbigfeit entf^)ric^t, bie \>tt 
materielle 9)un!t in feinen beiben auferflen 8agen 
ftaben würbe, wenn berfclbe in ben beiben entf>)re* 
di^enben 3(uaenbltcfen mit bem ganjen rotirenben 
©pfteme fafl »erbunben wdre. 

®Iddi)gett)t(^t ober gegenfettige 2(uff)ebung ber auf einen 

. materiellen ^unft »irfenben Ärafte. 

§. 32. aSan fagt: ba§ bie auf einen materiellen 9)unft wir« 
fenben itrafte einanber ge^enfeitig aufbeben, ober im ©leic^ger 
wid^te jinb, wenn fte biefen materiellen ?)unft weber au$ bem 
Suftanbe ber Stulpe in ben ber ^Bewegung oerfe^en, nodj) bie be« 
reitS erlangte ©efc^winbi^fcit beffelben, weld)e er unter ber^SBir« 
fung anberer Gräfte annimmt, auf irgenb eine SSSeife üeranbern 
f innen, ©o lange bie betradf^teten Är^fte tim ytefultante ll)aben, 
ftrebt biefe offenbar bem materiellen ?)unfte, auf rodi)m jte wirft, 
eine gewiffe ©ewegung ju ert^eilen, ober bie bereits angenom« 
mene ^Bewegung beffelben ju tjerönbern. ©oll alfo baS ®leidf)ge« 
»id)t äwifd()en biefen Äraften fiatt fmben, fo muß il&re JRefultante 
= Ö fein, woju erforbert wirb, bap bie ?)roieWonen ber 8lefuU 
tante auf brei t)erfdS)iebene 9iidS)tungen einjetn =^0 |ir.>, unb ba 
Me yrojeftton ber -Stefultante auf eine .^re ber a(gebraifd[im 
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^ummc ber 9toi^tionen t^ret i(omponentcn auf btefelfte Zxt 
Qltxd^ ij!; fo tjl )um ®(etd^gen)tcl|)te etned auf benfetben materieU 
len 9)unft wirfenben ®9J!cmcö i)on Ärdften erforberlic^ , baf bit 
algcbraifcfee Summe bcr ?)roic!tionen bicfer JKrafte auf brci t)ert 
fd^icbenc Sitdbtungen für jcbe biefer Slic^tungen einzeln =0 ift, 
toeld^e JBebtngung ubrigend au^ l^inretc^enb ifl, xoexi, wenn jle 
erfüUt wirb, bie SRefultante felbjl offenbar =0 ift. 

üßan fann biefe SBebmgung aucb nodb unter einer anbem 
Sorm au^brudfen, weld)e in bem gegenwartigen galle jwar webet 
etnfa^er, nocfe bequemer ijl; aber bei ber Unterfu(^ung be« 
®leicbgewi(J?te6 ganjer ©pjleme materieller 9)unfte, wie Äkpet 
unb wla\öi)\nm, wefentlic^e SSorjitge \)at, unb blöd a(d SSorberei« 
tung ju biefer Unterfucbung mag bie fotgenbe SSemerfung l^ie» 
9m ftnben. 



Bebindung bed ®Uld)f^etoi^M tinei materiellen fünftes bur^ baS ^rincfp 
ber Dtrtueden ©erdj^winbigfetten. 

SBenn mehrere itrafte auf benfelben materiellen S)unft wir* 
fen, fo ijt nac^ §. 25 baö (Stement ber Arbeit ber SRefultante bet 
algebraifd^en ©umme ber 2frbeitdelemente ber Äom^)onenten gleid^^ 
Don wel4)er a5efclbafffnl()ett übrigens bie SSewe^una beS materiell 
len ?>unfte§ audf) fein mag. Sßenn folglidf) bie Stefultante iUidfy 
SluH iff/ unb bie SBewegung beö materiellen 9)unfte«/ ^on weld^er 
S5efcbaffenl)eit fte aucb fein mag, t)on anbem Äraften al8 bie be« 
trad)tete berrül()rt; fo !ann man fagen, baß bie jum ®leic^gewidl)te 
erforberlic^e, aber audS) binreid^enbe SBebingung barin bejiebt: bafi 
bie algebraifclf)e Summe ber Elemente ber Arbeit 
ber betracbteten Ärdfte für brei unenblic^ fleine 
SSerrüdFungen be6 materiellen fünftes gleict^ 9lun 
finb. 

^iefe unenblid[)^f leinen wiHfürlicben SSerrüdfungen finb l^iet 
geometrifdj>e®r6fien, wel^e burebau« in feiner ä&ejiebung 
ju ben Ärdften ftel^en, beren ©leid^gewi^t bargetban werben foB; 
benn pe werben nur angewanbt, um brei wittfürlicbe Sticbtungen 
einpfübten, auf xüdä)e bie Ärafte projicirt werben Jonnen, wor« 
auf bargetban werben muß, bag bie algebraifc^en Summen bie* 
fcr 9)roieftionen genau gteid[) iWult jtnb. 

jDiefe unenblidb fleinen willfürlicben SSerrücfungen ober SBege 
werben ^ixtnelU ©efdbwinbigfetten genannt, obglei^ jte 
feine wirf lieben ©efd^winbigfeiten finb, unb bie biefen unenbtic^ 
fleinen {BerrüdFungen entfprecbenben 2Crbeitdelenunte i^at man 
oirtuelle SJlomente genannt, wo baS SBort t)irtuell au8« 
brücfen foll, baf %Ux nicbt von wirflidben, fonbern oon b^pot^^e* 
ttfdben ©ewegungen bie Sfebe iff, für totlö)t e« genügt, ^d^ tl&re 
9Rigli(^feit Dorfieuen ju fonnen. 
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9ftdn fann a(fo fageit: baf bte auf einen materiel* 
fen ^vitilt n)trfenben ittafte im ©(eid^gewid^^te finb 
wenn bte algebraifd^en (Summen ibter Zxbzitiflt* 
mente für brei beliebige unenbtid^^ f leine SSertucfun^' 
gen9lu(( finb/ ober wenn bie a{gebraif(^en @um* 
men ber loirtuellen 9Romente für brei ^erfcbiebene 
Dirtuelle SSemegungen glei^) ^txH finb. 

tierin bejle^t ba$ fogenannte $rinci)) ber virtuellen 
»inbigfeiteu/ xozld)c^ wir bi^r bloö anfübren, weil e« 
f|)dter bei jeber 2frt beö ®lei4^iKwicbtc« jufammen^efel^terer ©9« 
fteme t)orfommt^ unb e§ jwecfmdfi^ ijl/ }ut)or emen einfa^en 
SfaU^beffelben fennen )u lernen^ ob^tetd^ e$ \)\ex nur ben SSortbeit 

Jewabrt/ bie ^ebeutung ber in fernem 2(u6bru(fe üorfommenben 
3enennungen fennen )u lebren^ unb in bem gegenwartigen ^alle 
ijl biefed $rincip genau befebeu/ weiter nicbtd/ at6 eine anbere 
Xu^brutf^weife ber 93ebingung beö ©(eicbgewicbteS : ba@ bie 
Slefultante ber betracbteten Ärdfte gleicb 9lull fein 
muß. 3DiefeS 9)rinci<) ber »irtuelten ©efi^winbigfeiten gibt bie 
fiür bad ©leicbgewicbt erforberlicben unb binreitt^enben SSebingun^: 
gen; benn wenn man in jeber ©umme ber 3(rbeit6elemente, welcbe 

Jileitl Slull if[, ba6 SBegelement ober bie virtuelle ©efcbwinbig« 
tit al6 gemeinfdbaftlicben gaf tor binwcgld^t, fo fommt man wie^ 
ber auf bie brei ©leicbungeu/ weld^e auöbrürfen: baß bie allge« 
braifcbeh Summen ber ?)rojeftionen ber Ärdfte auf 
brei verfclE)iebene 9iidl)tungen gteidf) 9lull finb. 



Ztbtit ber gegenfeittgen ©intoirtung jtoeier mateneHer 
fünfte auf einanber. 

§. 33. SBenn man von ber33etrac^tung eineö einzelnen ma< 
terieHen 9)unfte8 ju ber eine$ @9tteme6 materieller |>unfte/ ober 
gar einer beliebigen SRafcbine übergeben will, um bie SSewegun^, 
ober bad ©leid^gewicbt ju unterfucben; fo muß man notbwenbtg 
ba« 9)rincip ber ®leic^b«it ber SQSirfun^ unb @e = 

Senwirfung jur Änwenbung bringen, welcbeö wir bereits bei 
er Unterfucbung ber Bewegung eineö materiellen ?)un!te6 ange« 
föb^t baben, wefcber fid^ auf einer gegebenen iturve bewegen mu^ 
(§. 21), wo wir annabmen, baß, wenn jwei it&rper einen gegen- 
feitigen Drucf auf einanber ausüben, bie von bem einen biefer 
Jtir|>er auf ben anbern ausgeübte 3Bir(ung genau ber gleid^ unb 
entgegengefefet ifl, welche biefer auf jenen auSubt. 2)iefe ©rfab* 
vungdwabrbeit ijl weiter nid^tS, al$ eine ^o^S^ <^^^ bem principe 
ber ®Uid)i)tit ber SBirfung unb ©egenwirfung jweier einanber 
beribrenber fDlolelule, wel(iped |>rinci)) man folgenbermaßen aut^ 
br&cfen (ann: 



Digitized 



by Google 



- 55 — 

Stttn ixofi matetiede fünfte m unb mf bttr<| 
Xn^iel^ung obevXbfiofung auf einanber witfen/ unb 
btet)Dnffi' aufm ausgeübte Sßtrfung ift eine na(^ 
ber geraben Stnie mmf aertd^tete Araft R; fo ifl bte 
DOti m auf m' audgeAbte SBitfung eine Ataft R, 
toeld)t ebenfalls naä) ber geraben Sinie mmf, aber 
nüdf entgegengefe^tem @inne getid^^tet i% 

^an itel^t U\6)t ein, baf ein ©efelfe biefer 3ftt ni^t bireft 
bttrc^ bad Srperiment beft^tigt werben fann; allein man wirb ju 
bet Annahme beffelben geführt, wenn man bemerft, bag iwifdSiett 
ben baraud abgeleiteten tl^eoretifdE^en Folgerungen unb ber 93eob< 
ft4^tun0 ber t&glid^ wt unfern 2(ugen ftattftnbenben med()anif(i^en 
Srfd^emungen ftetS eine i^oUfornmene Uebereinflimmung ftatt 
flttbet 

§. 34. 3CW er jle Folgerung ani biefem |)rinci^)e wollen wir jeigen t 
bafi/ wenn r bie t)erdnberti*e gegenfeitige Sntfcr«^ 
nung iW ei er materieller 9)un!te tn unb m' oejeic^net/ 
toel$e naö) ber giidl)tung ili^re SSerbinbungSlinie mm' 
gteidl^e unb entgegengefei^te 2Birfungen = R auf« 
efnanber aninbtn, bie ®umme ber £luantitaten ber 
fBewegungö^ unb SBiberfianbSarbeit/ wie fie in ber 
®Iei(l()ung ber lebenbigen ÄrSfte t)or!ommen muß, 
ft«t> immer auf /Rrfr rebucirt, wo biefeS Sntegral 
|)ofltit), ober negativ ift, b. 1^. bie ©efammtarbeit 
a(6 jEBeweguiigS:' ober aU äBiberfianbSarbeit be$ 
tracl^tet werben muf/ jenad^ibem ber Suw^acbd dr hti 
ber Bewegung ber beiben materiellen 9>unfte in 
bem 6tnne ber Sßirfung t)on R, ober in entgegenge» 
fefttem Sinne erfolgt. 

3u bem ämedfe muffen wir aber t)orl)er jeigen, baf bie 
Q^umme ber t)on ben gegenfeitigen @{nwir!ungen gweier materiell 
ler?)unfteauf einanber ^erriibrenben Öuantititen Arbeit nidj^t ge« 
inbert wirb, twnn biefe 9)unfte auf er xi}ux relatitjen ^Bewegung 
nodS^ eine gemeinf(l[)aftli(l()eS3ewegun0 l()aben/ ober eine ^Bewegung, 
»eld^e auf ber fRi^^tüng ilS)rer SSerbmbungölinie mm' fenfred^t ijf, 
b. ^. eine Rotationsbewegung um einen $unft biefer geraben 
Wnie. 

3n §. 25 l^aben wir aber gefel(>en, baf man bei ber S5erecl()sf 
mmg ber Zxhcit für ba6 befc^rieb^ne lEBegelement bie @umme 
feiner Äomii>onenten fefeen fann, fo bafi fotglidf), wenn ein mate« 
ff eller ?)unft gleite jeitig mel&rere ^Bewegungen f)(tt, ba6 abfolute 
2(rbeit$element txf)alttn wirb, xoenn man bie @umme ber fär bie 
emselnen IBewegungen beredS^neten %rbeit$elemente bilbet. 3n 
bem gegenwärtigen %aUz mußte man folglid() ju bem bloS in ber 
Sorauftfel^ung ber relatit)en ^Bewegung ber beiben materiellen 
IHtntt« bered^neten Xrbeitidemente nodj^ bie 2(rbeir6elemente ffw 
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«ifugen, wetd^c bcn aSewegungcn entfpre(lf)en/ bie biefe matericflm 
yunhc auper it)rcr telatbcn SScwegung nod^ l[)aben foHen. 

2öenn c§ pdf) aber j^unid^fl um eine 9cmcinfcl()aftltd)e SBcwc^ 
gung bcr beibcn materiellen ^imfte m,mf ]S)anbeIt, fo finb bie be^ 
fcj^riebenen SBegefemente einanber gleich, parallel imb nad() bem^ 
felben Sinne gericbtet/ unb ba bie Ärifte R einanber gleich unb 
na^* entgegengefefetem ©inne gerichtet finb; fo ftnb bie biefet 
©ewegung entfpredb^nben TtrbeitSelemente paarweife einanber 
gleidb unb t)on entgegengefefetem Seidbeu/ unb folglich iji ibre 
©umme, welche in bie ©leic^ung ber lebenbigen Ärdfte einge» 
fu^rt werben muß, genau gleid^ 9lull. 

^znxi äwcitenö bie beiben materiellen ?)unfte m,wf auger 
t^rer xdatmn JBeroegung nod^ eine anbere ^Bewegung b^tten^ 
beren ©efdbwinbigfeit auf ber geraben Sinie rnmf fenfrec^t x% 
pber wenn fte^eine 9lotati^on6bewegung um einen ?)unft biefer ^e« 
raben ßinie \}hiUn\ fo waren bie TCrbeitäelemente beftdnbig glei4> 
9?ull, weil bie ?>roieftion einer Äraft auf eine auf ibr fenfredbte 
gerabe 8inie gteicb 9lult iji: unb mitbin ift aucb bie Summe ber 
biefer ^Bewegung entfpreclb^nbett £luantitaten ^Crbeit = 0. 

Um nun bie ben beiden gegenfeitigen ©nwirfungen R ber 
beiben materiellen ?)unfte m/mf wdb^^^nb ibrer ^Bewegung entfpre« 
dbenbe Quantität 2Crbeit ju beffimmen, fonnen wir, obne biefe 
®r5ße ju dnbern, ben beiben materießen fünften §undcbji eine 
gemeinfd[)aftticbe Bewegung beilegen, welcfee ber Bewegung eine« 
berfelben, j.S5. m, gleid>unb entgegengefel^t ijl; fo bleibt ber ?)unft 
m xxidl\x%z, unb ber9)unft m' fann als jweiäBewegungen b^benb, 
angefeben werben, ndmlicb txm ^Bewegung, t)erm6ge wetcber er 
ftcb auf ber SSerbinbungölinie mmf bem fünfte m ndbcrt, ober 
bat)on entfernt, unb eine jweite Bewegung, t)erm6ge »eitler fi(|> 
biefe gerabe ginie felbfl um ben feften 9)unft m brebet. 

©eben wir nun bem fünfte mf nocb eine Supplementär« 
Ibcwegung, welche ber genau gleid^i unb entgegengefe^t ifi, mit 
»elcber fldb bie gerabe ginie mmf um ben yunft m brebet; fo 
wirb, ba biefe Supplementarbewegung auf ber geraben Sinie mmf 
fenfrecbt ift, bie Arbeit nidf^t aednbcrt, unb wenn bie gerabe ginie 
mml unbeweglicb geworben ijt, fo bat ber $unft mf nur nodb 
eine gerablinige ^Bewegung nadf) biefer geraben Sinie. 1£>a^ 2Cr* 
beitSelement rebucirt ftcb alfo auf Rcir, wo baS Seieben beffelben 
pojitit) iff, wenn ber SQSeg dr in bem Sinne ber Jtraft R bc« 
fd^rieben ijl, weldbe b^er bie SBirfun^ toon m auf in' bejeicbnct, 
unb negatit) , wenn biefer SBeg dr m entgegengefei^tem- Sinne 
fcefcbrieben ijl. ©ie ©ej^ammtarbeit für eine gewijfe 2)auer bet 
©ewegung wirb alfo burdb baS für biefe 2)auer genommene 3n« 
tegral / Rdr auSgebrüdft. 

<S$ iji wobl )u bemerfen, baf, wenn bie (Sntfemung r, un* 
fteacbtet ber partiellen SBerdnberungen , webbe fte wdbr^nb b^ 
Bewegung l^at erfal()ren f6nnen/ nad^i einer gewiffen 3eit wieber 
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Wcfelbe geworben unb bfe Äraft R Mc8 eine Sunhton »on r tff/ 

baS ftdf) auf blefe Seitbauer bejief)enbe Sntegral au§ ßtemen« 
ten be{tel)t/ n^eld^e paarmetfe einanber aletc^ unb t)on entgegen^ 
gefeiltem 3eidS)en finb, weil jtclf) bi^e ^raft na^ ber SSorauS* 
fe^ung nur mit ber Entfernung r anUxt, unb ber Slotalwertb 
biefeö SntegraleS ift fotgli* gleid) SJutt. 66 iji alfo ni^t blo« 
bie »on ben 9KoIefulam)irfun<ien \)ctxvi\)vtnie timntitat 2Crbeit 
immer ^Uiä) 9luH, wenn bie Entfernung r fonjlant bleibt, fon- 
bern aucb/ wenn ftd) biefe Entfernung anbert, aber benfelben 
SBertlE^ wieber annimmt. 
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S3en)egung eines fefien Jletpetö. 

§. 35. JJian bctradjtet oegenwdrtig bie feftcn Äirpet oC« 
gemein ofö aSerbinbungen t)on S)iofefuIen, wet^e jwar nic^t mit 
eJnanber in ^exn^xiin^ jie^)en, aber acgenfeitige SBirfungen auf 
einanber ausüben. ®iefe »^9pot^)efe fu^t in Sejie^ung auf bie 
JBewegung unb baS ©leidjgewi^t ber Äorper ju einfachen ©e« 
fefeen, unb bie auS biefen ti)eoretifdben ©efefeen abgeleiteten Solge^ 
tungen werben imd) bie äSBeobae^tung bejidtigt. 

yrtnctp ber Uebertragund obei: fOttttf^eitung ber 'Ktheit Ui ber SBewegung 
fincd feften Mtpevi. 

SBBir nel[)men an, baß auf bie SRoIefuIe eine§ Äorperö »er* 
fcfeiebene iußere Ärdfte »irfen, wie j. 85. bie ©dj^were, unb bie 
bei ber gegenfeitigen S5erül^rung ber Ä6r>)er ftatt finbenben ©in^ 
Wirkungen , xüdä)t Ulstern jebodp unmittelbar nur auf bie an ber 
Cberpdd^e, ober in einer geringen a:iefe unter berfelben an ber 
JBerül^rungöilelle wirfen. SBilE)renb ber ^Bewegung be« Ä6rper* 
fann iebe§ 9Roleful beffelben afö ein ganj freier materieller ?)unf t 
betrad^tet werben, wenn man annimmt, baß auf er ben eben er^ 
w&bnten itrdften aüdo bie benad^barten ÜRolefule barauf wirfen, 
unb tiefe Gräfte in Sied^nung bringt. 2)iefe lefetern SBirfungen 
wollen wir innere gegenfeitige Ärdfte nennen, weil fidE> 
biefelben nac^ bem ?)rincipe ber ®leidf)l()eit unb Sntgegengefe^tl^ieit 
ber SDBirfung unb ©egenwirfung, wie bereits bemerft worben, im^ 
mer fo gru^)piren laffen, baß fte paarweife einanber gleich) unb 
entaegengefefet jinb. SBenn man folglid^ alle innern unb iußern 
Ärafte in JBetradl^t }iel)t, weldj^e auf ein SRoleful t>on bem ©e* 
wid(^te p wirfen , fo fann man barauf bie in §. 23 aufgeftellte 
©letdl^ung ber lebenbigen Ardfte: 
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anwenben, unb tpenn man für atte SRotrtule be« ithtptti A^lid^ 
©(etc^ungen ouflleUt unb bie cntfprc*enben ai^eile berfelbcn ju* 
fammenabbirt; fo erhalt man.bic ©leid^img: 

worin ftd^ iai deichen S im in>eiten SCl^eile nic^t bloS auf bte 
Arbeit aller a;att9entiartonH)onenten ber auf jebeö SRoleful wir* 
fenben drifte, fonbern audb auf alle biefe 9Äoleful felbjl erjirecft. 
3n biefem jweiten SEb^ile ber ©leidbung fommen fowobl bie t>on 
ben äußern/ at6 bie t)on ben innern Äraften bcrruljrenben Quan- 
titäten Tfrbeit t)or. SBenn aber in ber SSorauSfefeung eine6 feflen 
Äir^erS bie gegenfeitigen Sntfernungen feiner 5ÖJolefule ungean- 
bert bleiben, fo finb bie t)on ben innern Gräften \)mül)xenten 
jQuantitdten Tfrbeit nacb §. 34 gleicb Slull, unb e§ bleiben^ folgtiefe 
in bem jweiten SEbeile ber ©leidbung ber lebenbigen Ärafte^nur 
bie Quantitäten 2(rbeit übrig, n>eld)e t)on ben äußern Äraften 
l^errubren, wie bie ©ewid^te ber 9Rolefule unb bie t?on ben i8e* 
rubrungen bed betrachteten itirperS mit anbern it6r>)ern t)txti\f)^ 
renben SEBirfungen. ©pater werben wir bie ÜR6glid)feit unb bie 
!Wittel jur ffieredbnun^ ber t)on biefen lefeten Gräften bcrrülren- 
ben jQuantitäten TCrbcit naber nai^weifen, unb für ben Äu^enblirf 
mag bie Äufjfellung beö folgenben ^rincipe^ genügen, namlicfe: 
bap bei ber äöewegung eineö fejien ^6r^)er6, beffen 9Rolefule bie« 
felben gegenfeitigen Äbjianbe t)on einanber bebalten, baS 9)rincip 
ber Uebertragung ober 5!Rittbeilung ber Arbeit, wie für einen ein- 
jelnen materiellen 9>unft jlatt finbet, b. i^. bie 3unabme ber 
Summe ber lebenbigen Ärdfte jwifcben jwei beliebig 

fen Tfugenblicfen ber SSewegung ijl gleicb ber 2)if* 
erenj jwifcben ber «ewegungö^^ unb SBiberftanbS* 
arbeit ber auf ben Jt6rper wirfenben äußern Ärdfte. 

CSletcbungen ber SBemegung etned fireten feften Jt6rperd. 

§. 36. SBenn man bie jBewegung eineS fejien Jtorper« tjoll* 
flanbig bejlimmen will, fo ifl bie @lei$ung ber lebenbigen ^rdft€, 
worin ba§ »orbergebenbe 9>rincip entbalten iff, im Allgemeinen 
|ur Xuflofung biefer TCuf^abe nicbt binreid^enb. 3Denn benft man 
pcfe brei recfetwinflige, mit bem khxpzt fejl t>erbunbene Äoorbina* 
tenaren, fo ifl jur t>oll{länbigen S3eftimmung ber SSewe^ung biefeS 
Jtirper^ erforberlicb, baß man jeben Äugenbtidf bie Sltcfetung bie* 
fer beweglicben 3fjcen, fo wie bie Sage ibre6 beweglid^en Anfang«« 
pnnltt^ gegen brei fe^e Äoorbinatenaren fennt, woju aber erfor* 
bert wirb, oaß man bie SBertbe fedb6 t^erinberlicber ®r&ßen, nam* 
fidb bie Äoorbinaten beö bewcglicfeen 2f nfang^punf teS , ferner befi 
SSBinfel S, weldj^en bie bewegliche Sbene ber ay mit ber feften 
(Ebene ber oy bilbet, bann ben SBinfel e, weld^en tl()rS)urcl^f(^mtt 
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tnft ber 5tre bet x bifbet, unb ben SBinJet % fennt, welchen ber^ 
felbe SDur4)fd)nitt mit bcr Are bcr x^ bilbet. 

3Ran fann audf) auf eine anbcre SBBeife jeigen, baß, wenn bie 
Sage beö beweglichen Änfang^punfteö bejiimmt ijl, bie Kic^tung 
ber beweg(id)en 2C]cen nur Don brei aSerönbcrlic^en abbdngt; benn 
bie neun Äoftnuffe ber SJBinfel, weldje bie beweglidjen 2tren mit 
ben fejlen 2Cren bilben / finb burcl() fedf^ö JBebinguncjSglei^ungen 
mJteinanber toerbunben (§. 28) unb e§ bleiben fo(glicl^ nur nodi^ 
fcrei biefer Äoftnuffe ju bejfimmen. 

2)a bie 8age beö Äprper6 atfo t>on fed)§ S3erdnber(id)en ab« 
l&än^t ; fo finb jur toollffanbigen Äenntnif feiner iBeu^egung^ fedS?6 
®(eicif)ungen erforberlicl(), weld[)e bie SBertlS)e biefer fed^ö SSeranber? 
Ixi^txi aB Sunftionen ber Seit ^ geben fonnen. Sn ber folgenben 
Unterfu4)ung wollen wir ber Äürje wegen x, y, z für arj, y^, z^ 
fefeen, inbem fidf) biefe ^oorbinaten auf ein fefieö Ärenfpftem 
bejieben. Um bie eben erwähnten fed)§ ®leicl()ungen ju erhalten, 
wollen wir jundd^jl bemerfen, baf man, wenn bie innern Ärdfte 
mit in JRed^mmg gebracl[)t werben, fo baß jebeö SKoleful alö wol- 
lig frei betracbtet werben fann, wenn p ba6 ©ewicbt irgenb eine« 
biefer 9Rolefule, x, y, z feine JCoorbinaten in 2}e}iel;ung auf fefte 
2C]cen, F irgenb eine ber barauf wirfenben äußern, ober innern 
Äraftc a, ß, y bie SQSinf el , welcbe bie Kic^tung biefer .^raft mit 
ben fejlen 2fren bilbet, unb enblidj) ü, v, w bie Komponenten ber 
©efcbwinbtgfeit biefeS 3RolefuleS nad^ biefen Ären bejeid^nen, nad^ 
§.17 feigen fann : 

^. — r=:XF COSa, 
g dt 

p dw _ 

-.-T7=2F cos y. 

g dt ' 

Siefe brei ©teidS^ungen f6nnen burdf) eine einjige erfe^t wer« 
ben/ woraus fte pdf) einjeln wieber ableiten laffen, wenn man ben 
iBeariff ber t)irtuellen ÜRomente in 2Cnwenbung bringt. SRan fielet 
leidet ein, baß ba6 SKoleful in irgenb einer 3lid^ung eint febr 
Keine SSerrüdung 9s erfabren fann, wel^e t)on ber ganj unab« 
l^ingig ift, bie eS bei ber in Siebe jfebenben ^Bewegung wtrflidfe 
erfiprt. SRan projicire alle Ärafte F, fo wie ibre Siefultante auf 
bie SRic^tung üon 9s unb multiplicire biefe ^rojefeionen burdf) ba« 
Clement 8s, b. b- «lön bilbe bie toirtuetten ÜRomente ober bie 
&tmtntc ber t)irtuelten Tfrbett, weld()e ber iti)x fleinen SSerrudfung 
9s be6 SßolefuleS entf))red()en. 

S3e)ctdi)net man nun mit 4 bie S3efc^leuntgung : 
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weld)e üon bct Äraft Uxtu\)tt, bic We flatt fiinbenbe IBetocgung 
oUein l^enjorbringen m«rbc, unb n>eld)e wir bic 3;otttf!taft genannt 
f)abcn, beten Komponenten naü) ben 3Cpen folgenbe finb: 

p du p dt p dw 

-. — » — — Lm r • 

9 c/«' 5f </l' 9 di ' 

fo ijl bie SRefuUantc ber Kräfte F nichts anber6, aU biefe Äotal« 
fraft, unb wirb burci) ba« 3)robuft öu§ ber SWaffe • be«SRoIeht< 
le^ unb au§ biefer SBefc^^Jeunigung * gemeffen. iSB^jeicljnet man 

folglid) bur^(^cJ*0 ben SBinfel, welchen bie ©efcj^leunifluitg * 
ober bie SJotalfraft F mit ber 8?iclE)tun9 t)on Ss bi(bef, unb but^ 

(F8*) ben SBinfel, welchen eine biefer Kräfte F mit berfelbe» 
9ticbtung bilbet; fo l;at man nacb bem $rinct))e ber i^irtueHcsi 
©efc^^winbigfeiten (§. 32): 



- . * cos (*5«) . & = 2F cos (F5*) . 8$. 

9 

tötli)t^ bie tjerfanate ®feicl)un9 ijl. 8aßt man barin ben ge« 
meinfdbaftlid)en ^attor Ss I)inweg, unb laßt bann bie wiHffirlicbe 
8lid)tung t>on is fucceffitje mit jeber ber Hxen jufammenfatten; fo 
erhalt man umgefel&rt bie brei ®tcidt)ungen (D). 

aSilbet man nun für jebe^ SRolef ul beS KJrperß eine aj&nlid&e 
©leid^ung/ unb abbirt bie ^entfpred^enben ^f)eiU aller biefer ®UU 
4)ungen {ufammeu/ fo cx^alt man: 

(E) Z C. $ cos C^cJif) . Ss = 2F cos iFSs) . 8s, 

9 

WO ficb bad Seichen X im }weiten Z^iU biefer ®(ei(l^ung je^t 
ttidl^t blo§ auf aüt auf baffelbe SKolefuI wirfenben Ärafte F, fon« 
bem ani) auf alte 9)?oIefule be§ KirperS erjirecft 2(u8 biefer 
©leic^ung wollen wir nun bie jur \>ottjlanbigen S5ejlimmun^ ber 
©eweguna beö K6rperd erforberlic^en fed)6 (Sleicbungen ableiten. 

3unacl()jl wollen wir bemerfen^ baß baS 5Borl)ergel)enbe auf 
ein beliebige^ ©pflem freier SDiolefufe anwenbbar ijl, unb baß ani 
biefem ©runbe bie t)irtuellen SSerrüdfungen Ss t)6lli9 witlffirlid^ 
geblieben finb, unb ganj unab^iÄngig tjon einanber fein fönnen. 
Aber wenn wir bie unterfuc^ung auf ben gall eineö feffen K6r* 
per6 befdbrinfen unb juaterdS) anneljmen wouen, baß bie öerri« 
Zungen mit bem fefien Bußanbe be$ JC&rper^ ober ber Unver^n« 
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berltd^fett ber gegenfettigen Entfernungen feiner SRolefule \)txttiQ^ 
1x6) finb; fo tjerfdjjwinben alle ben innern SBirfungen {n^pttd)zn^ 
ben glemente ber virtuellen Arbeit (§. 34) unb eS bleiben nur 
bte, xotUi)e fiti) auf bie Rufern itr^fte beiiel()en/ unb folgli^^ t^t 
ba« |)rincip ber t)irtuellen ®ef(l(^n>inbigteilen anwenbbar, wenn 
man nur biefe Är^fte betvai)Ut 

3tu§ ber allgemeinen ®lei(l[)ung (E) fann man eine felj^r ein« 
fac^e ff)ecielle ®lc\6)\xni ableiten/ n>enn man eine t>irtuelle Sera? 
ru^ung fo annimmt/ baß alle ÜRoletule parallel ju einer beliebi« 

Jen 3Cre, j. jB. ju ber TCxc ber x, um biefelbe unenblic^^ f leine 
ixh^t ))orrä(fen; benn ba alSbann bie fßefdbleunigung 4> auf 

du 

bie 2Cre ber x ptoiicixt wirb/ fo ip if)tt 9)roieftion = "JJ / *^^^ 

SBinfel (¥d$) = a, unb wenn man ben gemeinfc^^aftlid^ien gaf« 
tor 9f l^inweglaßt; fo tommt: 

s5.ii=2Fcosa, 

»00 jic^ ba8 3eidt)en 2 m jweiten S£l()eile biefer (Sleic^ung auf 
alle auf baffelbe ^oletul n^irfenbe <iu^ere itrifte unb a\xä) auf 
alle SRolefule erftrecft. 

SSerfib^t man ebenfo in JBejiebung auf bie beiben anbern 
3():en/ fo erl^alt man bie brei ©leic^ungen: 



(F) lzL^t-^YeoH§, 

I 9 • 
r 9 cftO 



SRan würbe übrigen^ biefe ®leicl!)unaen bireft erlf^alten ^aben, 
wenn man für jebeö SWoleful eine JReibe Ä^nlidS^er ®lei(^ungen, 
wie bie®leicbungen (D) gebilbet unb bie f arrefponbirenben SElf^eile 
berfelben jufammenabbirt \^atiz. SBenn wir bie JBetradbtimg wr« 
tueller Serrucfungen eingemifc^t \)ohtn, fo ift biefeß lebigtidb *««« 
balb gefdbej^eu/ um auf einen jufammengefe^teren Sali/ wo {u 
mit SSortbeil angewanbt werben fanu/ r)orjubereiten. 

SBenn man fidj^ erinnert/ bafi bie Äraft ^ •*' ^^^^^ Som« 
)>onenten nac^ ben 2Cren ref)). folgenbe ftnb: 

f du p dt p dm 

i'^dt'J ' rf«'f • dt 
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genau bteienige x% welche n>tr fr&l()er bie Zotalttaft genannt 
babett; fo !ann man bie t)or{)ergel^enben ®letc{)unsen (F) in 
Sßorten auSbrucfen/ n>enn man fagt: ba^ bte (Summen ber 
|)roicf tionen bet dußcrn Ärafte auf brei xcd^ttoinh 
Uge ^Cren ben Summen ber ^roiefttonen ber ZotaU 
Irafte auf biefclben Hxcn sUiä) ftnb. 

Uni ber ®(etd()ung (E) fann man au({^ eine Uf)t einfadi^e 
®Ietc^ung ableiten / n>enn man eine DtrtueUe S3etrii(funa toiif)lt^ 
wü6)e t^on einer unenb(i4) Keinen ^Rotation um eine beliebige 
Are, j. S. um bie 3Cre ber z, ^^rrubrt. 2)enn wenn H ben 
unenbifid^) fleinen SBinfel bejetc^net, n)etcl()en ba^ i^on einem be(ie< 
bigen ^oUtuU beä ®9Jleme§ auf bie SlotationSare gefüllte 9)er« 

Senbtfel befd()reibr/ fo bat man fär bdd Clement ber DirtueQen 
Crbeit ber auf biefeS SRolefuI »irfenbe Äraft F: 



Fcos(F8«).rH/ 
«Hb bie (SUi(f)ung (E) t^erwanbelt ftc^ in folgenbe: 

2 ^ . * cos(*35) .ri^ = XF eo« (FJ*) . rd^. 

9 

S>a ber ^attor H allen ©liebem gemeinfcl[)aftnc(^ ift/ weit bie 
IBewegung bie S)rel^ung eineg feften £&r))erS um eine Tlxt \ft\ 
fo erbalt man, wenn man biefen gemeinfcbaftlidS^en gaftor l^w 
weglaft: 

(6) 2 2. <|> cos (*8^) . r = 2F cos (F8*) .r. 

9ttr bie Slotationdbewegung um bie betben anbern 3f^en tt^iütt 
man swei (Sleicbungen t)on il)nli(ber Sorm, bie aber wirKicb loon 
einanber »erfdf^teben ftnb, fo baß man folglicb bie jur »oU^inbi« 
gen ä3efKmmung ber IBewegung be6 £&r))erö erforberlicben U^i 
(Sieicbungen f)at 

SBenn eine Äraft in jwei anbere, aufeinanber fenf redete 
Ärdfte jerlegt wirb , wot>on bie eine in einer burc^ bie 3Cre ge« 
legten ebene liegt, unb bie anbere auf biefer ebene fenfred^t ip; 

fo wirb biefe lefetere burd^ F cos (FS*) auögebrüdft, weil i^re 
9ttd|)tung bie t>on S$ ift. Sn ber ^e^anit nennt man aber baS 
|)robuft au§ einer Äraft unb au6 ibrer ©ntfemung ^on einer 
Xre ba§9Roment biefer Äraft in S5ejie()ung auf biefe 
Xre, unb ba bie Siic^tum x>t>n Ss, wetdS^e bie ber legten ^om^ 
ponente tft, auf bem »^«fbmeffer r fenfrecbt pel[)t; fo mißt biefer 
.^albmeffer xi)tt Entfernung von ber SiotattonSare, weldjje auf 
bem ^albmeffer r fentred^^t ijl, unb folglich iji ba$ |>robuf( 
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tcos(!P8s).r baö SJloment bet Äröft F in S5ejte()uno auf bie 
JRotatfonSare. ©le brei ©leic^ungen t>on ber gorm (Cr) bradfen 
alfo au6: baß bie Summen ber 9Romentc ber Äußern 
ÄrÄfte in »ejielf^ung auf "brei recbtwtnf lige 2fren 
ben ©ummen ber SRomente ber SJotalf rifte inSSt^ 
jieHng auf biefelben Ären gleich finb. 

3ur SSoHenbung ber 7(ufl6fung unferer Aufgabe f)&tUn wir 
nun bIo§ nocb bie ©rJfen u, v, w, etc. ali fjunftionen ber 
fect)§ 8SerÄnberli4)en, wot)on bie SSewegun^ be§ @9jleme§ ab^ 
^ingf, nSmlid!) ber Äoorbinaten be6 bewegltdjjen 7fnfang6})un!te« 
unb ber brei SBinfel ^, £,x, wefdje bie JRtd^tung, ber beweglis 
d)en 2Cren gegen bie feflen Ären bejKmme^, au§jubru(fen, bann 
bje fec^S ^ifferenjiafgleicl)ungen, welcbe man jwifcben ber 2cit 
unb ben 2)ifferenjia(en^ biefer fecl|)§ aUerÄnberlidJ^en erl^ielte, ju in- 
tegriren, unb bie wiUfürlidi^en Äonjlanten nac^ bem aK befannt 
t>orau8gefefeten anfdnglidSjen Sujlanbe ber JBewegung ju be« 
Timmen. 

2)a bie in Kebe ftel)enbert fe4)S SJeranberlid^en alfo ali gunf« 
tionen ber Seit burd^ ebenfot>iele t)erfd()iebene ®leid)ungen gege« 
ben werben, fo iji bie Sage beS ©pflemeö ieben 2CuaenbIii tjoH« 
ffÄnbig beffimmt, worauf folgt, baß jebe anbere ®Iei(|ung, wel^^e 
man burcb eine neue ^a\)l oirtueller SJerrucfungen auS ber ®lei* 
4)Ung (E) ableiten fonnte, notl()wenb{g auf eint ber ©leid^ungen 
(F) unb (G) jurücttommen, ober \id) aui i()rer SSerbinbung ab* 
leiten laffen mußte. 

§. 97. 25ie au§ ben ®lei4)ungen (E) bur4> bie JBetrad^tung 
einer t>irtueUen 9?otation6bewegung abgeleiteten ®leid[)ungen (G) 
laffm ftd^ au* unter einer anbern gorm barfleUen. 2)enn wir 
i^aben gefe^en, baß man bei ber JBeredjjnung ber Elemente ber 
Arbeit für bie £luantit5t litbcit einer JRefultante bie Summe 
ber Guantititen 2Crbeit il^rer Komponenten feigen fann. SBenn 
alfo X, Y, Z bie Äomj)onenten ber Äraft F na<l^ ben 3Cren unb 
ix, 8y, fa bie t)on ber betracl^teten oirtueBen SJerrficfung l()errtilf)< 
renben unenblic^^ Keinen Sunabmen berÄoorbinaten beö Angriff«« 
»unf te8 ber Äraft F bejeidjnen, fo ffnb XU, Y8y, ZJz bie Sie« 
mente ber 2Crbett ber brei Jtomponenten^ unb man "fyati 

Fcos(F8«)a« = XJy+YJy+ZJz, 

unb ba au« einem a^nlic|)en ©runbe bie Äomponenten ber Äraft 
^ * folgenbe finb: 

p in p dv p im^ 

f» l^at man ; 
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9 9 di ^ g dt ^ ' g dt 

98enn man )unad[)|} bie t>on einer äiotationSbewegung um bte Tlxt 
ber z ^errii^renben mttueUtn SSerrucfungen betrautet, H wfeber 
bcn Don bem auf ber 2Cre fenfred&ten 9iabui§t>eftor r befc^^riebenen 
unenbltd^ f lernen SBtnfel bejeidj^net, unb bie SSewegung t)Dn ber 
Xjre ber ^)ofttit>en x gegen bie ber »)o<ttit>en y ftatt finbet; fo 
\^at man: 

weil ^, ^ bie Äofinuö ber SBinfel jinb, welche ber 3labiuSt)eftor 

r mit bert ^Cren ber ar, y bilbet, ober bie @inu§ ber SBinfel, 
wel(t)e berfelbe JRabiu^ioeftor mit ben 'Kxen ber y, a: mac^^t, unb 

»^iernadS) »erwanbelt ^d) bie ©teidj^ung (E) in folgenbe: 

unb für bie t)irtuellen SJotationSbewegungen um bie 
/ii\ / t^i^^n anbern 2(ren fönbe man ebenfo : 

Unter biefer gorm pflegt man gen)5l)nlicb bie brei ®teicl)ungen 
ber JBemegung anjugeben, welche bie ®Uxi)\)tit jwifdj^en ben ©um« 
men ber SKomente ber beiben betrad^teten Arten t)on Äraften, 
namtidb ber andern unb ber a^otalftafte auSbrüdfen/ weldbc jebem 
?)unfte bie S5en)egung ert^eilen fonnen, bie berfelbe n?ir!licb an^ 
nimmt. 2)ie JCuf^abe ifl burcb ba§ ©pjlem ber ©leid^ungen (F) 
unb (H) »ottflanbig geloft, mcnn man^bie ©rogen w, v, w, x, y, 
z, etc. al^ ^unftionen ber fecl?ö SSeranbertic^en au^gebrudft l^at, 
too\>on bie ßagc beS ©pftemcö ahi)an^t 

f^vind}) übet bie SSewegung be§ @d)toetpunfte6 cineö 
feflen ,^örper8. 

§. 38. Unter bem ©dbwerpunfte eine§ ©pjiemeö mate« 
rieUer fünfte toerftel^t man einen imifd^en il^nen liegenben $unlt 

S^oogle 



Digitized byi 



_ 66 — 

öon folcf)er IBefc^affenl^eJt/ baf , wenn 4/ 17, | bie Äoorblnate» befs 
felben nnb a:, y, 2 bie cineß beliebigen materiellen ?)unfte6 be8 
®9ftemed bejei^nen/ man bie ©leic^ungen Ij^at: 

worauf folgt, wenn man bie 9lenner fortfdj^afft, baß bie (Bummt 
ber ?)robufte/ welche man erl[)dlt, wenn man baö ©ewid^t eined 
jeben materiellen ?)itnfte§ mit feiner Entfernung t>on einer ber 
Äoorbinatenebenen muCtipUcirt , bem ?)ri>bufte aii§ bem Slotalge- 
wiegte be§ ©^ftemeS unb ber ©nffernung beS ®d)tt>^xpunfM r>on 
berfelben @bene gleich iji. 

SBenn man bie Komponenten ber ©efc^winbigf eit be§ &^tozx^ 

pmfM, b. \), bie ®r6ßen ^/ J/ 5^ refp. mit ü, V, W bejei4)= 
net; fo man: 



dx 






unb wenn man bemerft, bafi: 

Fcosa = X, Fcos/3 = Y, Fcosy = Z 
ijl, fo yjerwanbeln ffrij) bie ®leid[>ungen (F) in folgenbe: 

d« ^ ' dl ^ ' dt g 

xotXijz nur nod^ bie brei SSerdnbertic^en ü, V, W, ober bie Äo« 
orbinaten %, rif i, wotjon biefe abl()5ngen, entl^alten unb auSbrü« 
efen: baß fic^ ber ©d^^werpunft eine« feften Äirperö 
gerabe wie ein einzelner materieller 9)unft bewegt, 
beffen ^®ewid[)t bem Äotalgewic^te be6 ©pjleme« 
ober Äorperö aleidj) ijl, unb auf weldjien alle paraU 
lel ju fiel) felbjt in biefen 3>unft »erlegten auf ben 
Ä6rper wirfenben äußern Ärifte wirfen; benn biefe 
©leic^ungen \)ahzn biefelbe gorm, aW bie ©leidj^ungen (D) für 
bie ^Bewegung eineö einjelnen materieUen 9)unfte6. 

©pdter werben wir fel)en, baß biefer @a| nic^t bloö fÄr bie 
{Bewegung eine§ einjelnen, fejlen ÄirperS , fonbern unter gewiffen 
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eebinaungen ber %ttii)tit ber een)egun^ im TtUgentetnen aud^ f&r 
ein befiebtgeö (3 9^ cm fcjier Äirper gilt, unb unter bet ©enen« 
nung: |)rinci^) ber SBewcflung beS ©dj^werpunfte« be«? 
fannt ift. 

2fu« biefem ?)rfnci})e folgt: baß, wenn ber @(^n)er^)unft eine 
gevablmi^e unb gUtd(»f6rmige {Belegung l^at, bte dußern SCxiftt 
ben S3ebtngungen be6 ®Ietdi)gen>tcbted aenägen miiffeti/ unb ba^ 
umgef ebrt, wenn btefe SSebingungen erfüll*' werben, bte ^Bewegung 
be6 @c^>»erpunfte§ gerablipig unb gleicbfirmig ijt. Denn tm er^ 
ften Salie »erfd()«>mben befannttid^ bte erften äl^ette b'er ®letd[)un« 
gen (I), folgli* aud) bte jweiten Zi^tiU berfelbe«, unb biefe ©let« 
t^ungen brucfen alSbann and/ baß bte paraHel ju ftcb felbft in 
ben @cl^»er^)unft tjerle^ten iufern Ärdfte eine JRefultante =0 
l^aben, ober baß biefe tn ben ©c^wer^^unlt verlegten Ärdfte ein- 
anber baH (^(eicbgewid^t galten. 3nt ^weiten ^aUe werben be- 
fanntticb bie jweiten 3;i()eile ber erwi^nten ®leid)ungen =0, folg« 
Uc^ aud^ bie erjlen Steile berfelben, unb m\t\)in f)at ber @(|>wer- 
pmtt eine gerablimge gleidi^formige Bewegung. 

Zxxi ben ®lei4>ungen (A), welche bie Äoorbinaten ^, n, i 
beS. ©d!)werpunfteö bejtimmen, erl^ellet, baß biefer ?)unft in bem 
Jl5rper eine feSe ober unt>erdnberltd()e Sage f)at, unb wenn man 
für einen gegebenen 3Cugenblicf bie ga.^e unb Oefdf^winbiafeit bie« 
fe6 ?)unfte8 fennt; fo. geben bie ©teldj^ungen (I) biefe gage ilnb 
©efdbwinbigfeit für einen beliebigen 2(ugenblidf. 3ur t)olljianbigen 
IBejitmmun0 bet {Bewegung be§ fejlen Ä6rper§ bat man folglidt) 
blo6 no(b bte Slotationdbewegung beffelb n um feinen @d[)werpunft 
ju befiimmen, unb obgleid^ wir bicr nid;t in alle ©injeln^eiten ber 
iaufl5fung biefer 2(ufgabe eingel;en f6nnen; fo wouen wir boc^ 
wenigffenö bie ÜRJgli^feit biefer Äuflifung ju jeigen fud^^en. 

3u bem Swecfe (ann man iund(l[)jl bie jtd^ auf einen feffen 
TCnfang^jntnft bcjiebenben Äoorbinaten x, y, z in anbete Äoorbi« 
naten x', y\ z' t>erwanbeln; welc^^e fidj^ auf ben jum 2Cnfang8^ 
:punfte eineö ©pftemeS beweglicber ju ben erffen paralleler Äyen 
genommenen ©dS^werjjunlt bejiel^en/ unb ju biefem S5ebufe 4 + ^'/ 
>?+»'/ ^ + z'/ tefp. für X, y, %, fo wie Ü + m^ V+©', W + io' 
refp. für u, v, w fefeen, wo u', v', ««?' bie Komponenten ber ®e^ 
f4^winbig!eit in Bejie^ung auf bie beweglid(^en Hx^n nai) biefen 
TCren bejei4)nen. 

Da ber ©d&werpunft ber 3Cnfang6punft ber Äoorbinaten ar', 
y', z^ xft, fo l^at man natb ben bur^f bie ©leicbungen (h) gege^ 
benen äBcrti^en t^on i, n, i: 

j;paK=:0, 5'P»'=0, Zpz'—Q, 

unb mWm, wenn man in fl5ejiel(^ung auf bie 3eit bifferenjirt: 
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©ermittelji btefer SJclaticnen unb ber ©(eidj^ungen (I) rebudrett 
fidi) bie @leic^>ungen (H) auf: 

©a bufc ©lejd^^ungcn feine SSeranbertic^en entl^alten; weld^^e ftdf) 
auf ben ©dj^werpunft bejte^en, fonbern blo6 foldS^e 8Ser5nberlid[?e/ 
bie ftdt) auf bie ixixöf ben ©c^werpunf t gel[)enben beweglichen Ären 
bexiel)en; fo folgt baröu§: bafi bie föeweaun^ be§ Äor- 
perö um feinen @cl()n)erpunft eben fo bejlimmt wirb, 
wie wenn biefer ©clE)Werpunft fefl wäre. 

Sn biefen legten ®teid)ungen müßte man nun alle SSeranber* 
liclE)e, beren Jfnja^l ba6 33reifac^e ber 2(nja]f)l ber SRolefule ijl, 
burcl[) brei unabl;angige Oroßen auöbrutfen, welcl)e bie Sage beö 
Ä6rper6 bejiimmen, wie j. SB. bie brei fcl()on erwil&nten 2Bin!el 
3, £, %. 25a aber biefe Jlnalpfe ttroa^ fomplicirt ifl, fo wollen 
wir l^ier nid)t weiter barauf einge]f)en/ jumal ba eS für un§ in 
ber ^olge genügt, gejeigt ju Ifjaben, ba|l bie S5ewegxmg be§ Äor- 
^)er§ ba\)on abhängt, wermitteljl ber fed^ö ®teiclS)unaen (J) unb (J) 
Uä)^ IBerdnberlicl[)e alS gunftionen ber 3eit §u beftimmen. 

3um @d)luff^ wollen wir nod[^ bemerfen, baß bie buxä) bie 
®leiclE)ungen (J) au6gebrücfte JRotation^bewegung be§ Ä5rper8 um 
feinen ©d^werpunft n\ä)t gednbert würbe, wenn man in baS ©p« 
ftem ber Gräfte nod[) anbere burd[) biefen ©d[)wer^)un!t ge^enbe 
Gräfte einfül^rte. 25iefe6 folgt au6 ber gorm ber jweiten SJ^eile 
biefer ©leid^ungen, unb barauö, bag bie ^oorbinaten be§ ©d>wers 
<)unfte§, auf weld^en bie neuen ^rdfte nadf^ ber SSorauöfefeung 
wirfen follen, in S5e5iet)ung auf bie TTren ber x/ y', z' SRuU finb. 
Aierau§ folgt ferner, baß bie relatit>e ^Rotationsbewegung um ben 
@d[)weri)unf t nic^t geanbert würbe, wenn man auf biefen ©c^wer« 
punft Ärafte wirfen ließe, woburdj) berfelbe im äuflanbe ber 
SJul^e erhalten würbe. 



Digitized 



by Google 



- 69 - 

®letc^eh>i#t unb 2CeQui»aIenj ber auf einen feflen Mvptt 
»irfenben »Kräfte. 

§. 39. SRan fagt: baß bte auf einen feften Ä6rper wirf enben 
Gräfte im ©leidS) gewichte fmb, wenn fte biefem afö rui&enb 
Dorauögefefeten Ä6rper weber irgenb eine ^Bewegung cTtf)dUn, 
no6), wenn er fic^ bereits bewegt, biefe äSBewegung t>eranbern 
f6nnen. 

SBSir njoßen ben attgemeinjien galt betrad^ten, wo ber Äftrper 
bereits eine gewiffe SBewegung i}at, imb annebmen, baß an bem- 
fetben ein neueS ©pjlem t)on Ärdften angebracht werbe. gS be^ 
jeid^ne Fi irgenb eine biefer neuen Gräfte unb Xj, Yj, Zi feien 
bie Komponenten berfelben mä) ben 3tj:en; fo muffen biefe Kräfte 
in bie jweiten SS^eile ber ©leidjjungen (F) unb (H) ober (J) ein- 
gefül^rt werben, wetd)e alSbann bie ©eweaung be§ Ä6rper6 unter 
ber SBirfung ber urfprungtic^en Kräfte unb ber neuen eingefubr- 
Un Kräfte Fi auSbrucfen. ©Ott nun biefe ^Bewegung mit ber 
urfjjrünglicK^en ibentifcl) fein, b. t). foUen bie Kräfte Fi im ®Uid)^ 
gewidj^te fein; fojfl erforberlidj) , aber and) l()inreid)enb , baß bie 
fx6) auf biefe Kräfte bejiebenben ©ummen in ben jweiten Zf)exUn 
ber angefül()rten ®teicl)ungen t?on felbft t)erfd()winben, woburdj) man 
bie folgenben ^cd)^ SSebinAungSgUidt^ungen erl;dlt: 

2X1=0, 2Yi=0, 2:Zi = 0> 
2(a:Yi-yX,) = 0, 2(yZi-zYi) = 0, 2(2X1 -a:Zi)=0, 

weld^e für baS ®leicbgewid[^t ber Kräfte Fi notl)Wenbig, aber a\xd) 
l^inreid^enb ftnb. 2)ie 3nbiceö tann man ber Kurje wegen bin= 
weglaffen, unb alSbann f)at man für baS ®teiclS)gewid()t me^ be- 
liebigen auf einen fejlen Korper wirfenben ©pjlemeS von Kräften 
F bie fedE)S (Relationen: 

2X=0, 2Y=0, 2Z = 0, 
2(a:Y — yX) = 0, 2(yZ — 2Y) = 0, 2(zX~:cZ)=0. 

©ie brei erjten brüdPenauS: bag bie ©ummen ber Kompost 
nenten nad^ brei beliebigen red^twinf ligen 2Cren 
91 Uli finb, wo bie nad) einem bejlimmten ©inne, j. S5. nad^ 
bem ber pofitit>en Koorbinaten, gericbteten Komponenten aB po^^ 
fitit) unb bie nad) bem entgegengefefeten ©inne gerid()teten als ne^ 
gatitj Utxad)Ut werben. 

Um bie brei leisten ber t)or]f)erge]()enben ®leidS)ungen auf eine 
einfädle SBeife auSbrudfen ju fonnen, bemerfe man junid^ft, bag 
ber ÄnfangSpunft ber Koorbinaten x, y, z aanj beliebig ift, unb 
wenn man ferner mit F' bie 9)rojeftion ber Kraft F auf bie gbene 
ber xy , mit r^ bie Entfernung beS 3(nfangSpun(teS Don biefer 
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fr^\eftim uti mit a tm SSinttl bti^i^mt, xveü^m btefe 9t^ 
ieftjon mit bct 2Cj:e ber x bilbet; fo If^at man: 

X = F'cosa, Y = — F^sinoc^ a; = r'sina, y = r'cosa, 

loorauS ftc^ lei^t ergibt; 

yX—xY—VYx 

Vlm ift aber FV ba« 5Koment ber Äraft F tu SSejie^ung 
ftuf bie X)fe ber z, unb ift in ber Z\)at qkxd) bem ?>rotmirte au* 
ber entfernitng r' ber Are ber z t>on bem Ängriff^pimfte ber 
Äraft F unb a«6 ber Komponente, n)eld)e auf ber imi) biefe 
Are unb burcl) biefen Tfngriff^punft gel^cnben @bene normal ift. 
SBir l>aben aber bereit* in §. 36 bemerft, ba^ biefe* (efete ?)ros 
buft ba* SRoment ber Kraft F in SSejiebung auf bie 
Are ber z genannt wirb, unb ebenfo ftnb bie ®r6|ien yZ — zY, 
zX—xZ, mit bem gebftrigen 3ei4>en genommen, refp. bie ÜRo« 
mente ber Äraft F in Sejtel()ung auf bie 2Cre ber x xmb ber y. 
35ie brei in Siebe ftebenben ©leid^ungen brücfen alfo aiii: baß 
für ben galt be* ®leid()9en)iclS)te* bie Summen ber 
ÜRomente ber Kräfte in S3ejielS)una auf brei betie^ 
bige re^twinf lige 2Cren gleidS^ 9luil finb, wo bief« 
9Romente al* pofitit) angefeben werben, wenn bie 
betradt)tete Kraft ben KJrper um bie Are, worauf 
fi4) biefe Momente belieben, naä) einem Jbeftimmten 
Sinne ju breben ftrebt, unb al* negatit), wenn fie 
eine 35rebung in bem entgegengefefeten ©inne ju 
bewirfen fucbt. 

§. 40. 3Ran fagt : baß jwei, fuccefjit^e auf benfelben Korper 
wirlenbe Spfteme löon Kräften äquivalent ober gleid^^bebeu^ 
tenb finb, wenn fie biefem KJrper biefelbe äöewegung ertbeilen, 
ober ertbeilen f6nnen. 2)ie JBebingungen aber, welche erforber^ 
lieb unb jureicbenb finb, bamit bte ^Bewegung biefelbe fei, bejle* 
ben barin, baf bie jweiten SEb^l« ber ®uidf)ungen (J) unb (H), 
weldbe bie «ewegung be* Korper* beftimmen, in befben Sitten 
einanber gleicb ftnb. SBenn X, Y, Z bie Komponenten irgenb 
einer ber Kräfte be* erjlen ©pjieme* unb X', Y', Z' bie Kompo^ 
nenten irgenb einer ber Krifte be* jweiten ©pfteme* bejei^n^n, 
beren 2Cngriff*punft bie Koorbinaten ar', y/ z' bat; fo ^aX xam, 
fblglidb bie Slelationen: 

2X = 2X', 2Y = 2Y', 2Z=SZ', 

2 (:rY— yX) = 2 (a:^'-^'XO , 2 (»Z— zY) = 2 (y'Z'— zT') , 

2 (zX— a:Z) = 2 (Xy — ar'ZO. 

2Cu* ben brei erflen biefer ©letd^ungen folgt, baf bie alge« 
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btaifcl^en ®ummen ber ^omj|>onenten m6) ben %%zn in Uibm 
@pfiemen ^Uii) ftnb/ unb auö ben brei legten ©letc^ungen er]()e('' 
Ict, baß bie Summe bcr SKomente bcr Äraftc betber ©pjicmc in 
S3eitei;)ung auf brei xeä)tmnli\it Tixtn ebenfaUd etnanber qUii^ 
ffnb. 

S>a bie fec^^ ©leid^ungen fär bte S3emegung eine$ fejlen 
ÄJrperd burc^ bie S3etracl)tim9 ber t)irtuellen ©efc^roinbigfeiten 
erbalten finb, fo ift War, baß man burcb baffelbe SSerfabren aucb 
bie ©leicbungen be6 @Ietcbaen>icbte^ ober ber 2(equit)aleni ber 
ÄrJfte bireft i)atU erbalten tonnen. 

SBenn man j. Sä. auf biefe SQSeife bie @leiclE)un9en für baö 
®{ei^gen)t(bt ableiten toiU, fo gebt man t>on ber allgemeinen ®let^ 
Aung (E) in §. 36 au§, »elcbe ficb auf ba6 ®lei4)9en>icbt eine§ 
5Wolefule§ bejiebt, unb au§brucft, baß bie Summe ber ©lemente 
ber virtuellen %xUit, ober ber t>irtueUen ^TOomente ber auf biefeS 
SRoleful wirfenben Ärafte gleicb Sluß iji, bilbet für aaeSTOolefule 
eine Steibe abnlicber ©leicbungeu/ beren entf^recbenbe S^b^il^ tnan 
jufammenabbirt , befcbranft bie virtuellen ^Bewegungen auf bie 
mit bem fejien Swjiönbe be§^ betracbteten Äorperö vertraglicbeu/ 
woburcb bie ben SSRolefularfraften entfprecbenben 2CrbeitSelemente 
t>on felbji verfdf^winben, fo baß nur bie ben äußern Äraften ent* 
fprecbenben übrig bleiben, unb enblid^ nimmt man von ben vir^ 
tuellen ffiew^gimgen, »eld[)e ber fepe Äorper annebmen fann, bie 
brei ju ben ^ren parallelen unenblicb fteinen fortfcl()reitenben 85e- 
roegungen unb bie brei um biefe 2fren jlattfmbenben Siotationöbe^f 
wegungen; fo gelangt man ju ben weiter oben gefunbenen fed()$ 
@tei(bungen. 

SBenn man burcb baffelbe SJerfabren bie ©leicbungen ber 
2Cequivaleni erbalten wollte, fo mußte man vorber au6 ber ®lei* 
d^ung (E) eine aßgemeine SSebingung ber 2(equivalenj jwifd^en 
jwei auf baffelbe SÄoleful wirfenben ©pftemen von Ärdften ablei- 
ten, unb bann mit ber fo tranöformirten ©leicbung eben fo ope^ 
riren, um bie fecb^ ©lei^unqen ber 3(equivalen§ ju erbalten, wie 
man mit ber ®leicl()ting (E) opejiren würbe, um bie fe^ö ®lei=^ 
4)ungen be§ ®lei4>gewic^te8 ju erbalten. 



Slefultante eineö ©^ftemeg paralleler Jträfte. — S}?tttelpunet paralleler 
Ärdfte. — '©d^wcrpunet. 

§. 41. @ebr oft bot man ein auf einen fepen Mvpix wir* 
fenbe§@9jtem paralleler Ärdfte ju betracbten, unbbieJRicb' 
tung fowobl/ ölö bie ®roße einer emjigen ^raft §u beftimmen, 
welq^e mit biefem ©pjieme von Ärdften aequivalent ober gleicb^ 
bebeutenb ift. 

@$ fei P irgenb eine ber parallelen Gräfte unb R bie eine ^raft, 
wel(be bem ©^fleme ber Ärdfte P aequivalent ift, unb be^balb 
il^re Slefultante genannt wirb, gerner feien a,^,y bieSBinW, 
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n>rid()c bie gemeinfc^aftlid&e Slic^tung biefer Äriftc P mit brci 
re4>tn)inf(igen 3f]ccn bilbct, unb «,6/ c feien bic SBinfel, meiere 
bte Slefuttante R mit benfelbcn Äyen bilbet; fo geben bie brei cr- 
ften Gleichungen ber 2tequit)alenj : 

Rcosa=^Pcosa; Rcos6 = 2Pcos|3/ Rcosc=SPcosy. 

3m Mgemeinen tpirfen mebrere ber ^r^fte P naö) einem 
gewiffen ©inne unb bie anbere im entgegengefefeten @inne. SBir 
wollen annebmeu/ bag [x^ bie SBinfel a, /3, y auf bie Gräfte be^ 
jiel)en, welche bie größte Summe bilben, fo muß man für biefe 
cos.a, cos ß, cos.y unb für bie anberen JIrafte bagegen — cos«, 
•— cos.^/ — cos.y nehmen j aber ba ber abfolute 5ßJertb biefer 
Äojinuffe für beibe JRategonen t)on Ärdften berfelbe ift/ fo fann 
man cos.a, cos ^, cos.^' m^ bem ©ummenjeicben 2 l^erauSfefeen, 
unb bie ber Ärafte P, weld^e in bem ©inne ber gr6fiten (Sum^ 
men wirfen, aB pofttit), bagegen bie in bem entgegengefefeten 
Sinne mirfenben aU negatit) betradj^ten. SRan l)at fotgli^): 

R cos a = cos äSP, R cos b = cos ßlP, R cos c =r cos y SP, 

unb wenn man jum Äuabrate erbebt, unb bie SJefultate infame: 
menabbirt, fo fommt: 

Ra = (£P)a folglich R=2P, 

»eil bie burdb *i^ Srbebuiw jum Öuabrate eingeführte negative 
2tufl6fung unjuldffig ift. ÄKbotin finbet man: 



cosa=cosa, cos& = cos^, cosc=cosy, 




es feien §, n, i bie Äoorbtnaten eines beliebigen, auf ber 
SiidS^tung ber SRefultante genommenen 9)unfteS, fo geben bie brei 
leisten Sebingungen ber %equit)alen} : 

(^Rcosfr — i2Rcosa) = 2(arPcos^ — yPcosa), 
(»^R cos c — ^R cos 6) = S (yP cos y — zPcos ß) , 
(4R cos a — §R cos c) = S (zP cos a — arP cos y), 

ober t){elmel[)r: 
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R(4cosfr — )7COsa)=co5^SPar— cosaSPy/ 

R (n cos c — J cos 6) = cos ySPy — cos ßZPz , 
R (^ cos a — % cos c) = cos aSPz — cos yXPar. 

^ SSon bicfen brei ®(eici()unacn finb nur jwei t>on einanber im* 
ah^anQXi, unb c^ Id^t jidj) j. ®. bie brittc au§ bcn beiben anbern 
ableiten, wenn man bie erjle mit cos.c ober cos.)', bie jweite 
mit cos . a ober cos . a muttiplicirt, bie ?)robuf te jufammenabbirt 
unb bann bie refultirenbc ©leicfcung burd^ cos 6 ober cos^ bit>i' 
birt. ©oll folglid) bie ^raft R, beren Sntenfitdt unb JRid^tuag 
t)orl()in beftimmt ijt, bem ©^jleme ber Gräfte P \j6Ui9 dquitjalent 
fein ; fo genügt eS , bafi fie burd) einen $unf t gel^t, beffen ^oor- 
binaten jweien ber brei testen ®leicl)ungcn genügen. 

liefen ©leic^ungen toirb aber genügt, wenn man bie JRefas 
tionen ^at: 

R§ = 2Par, R>7 = SPy, R^ = 2Pz, 

unb jwar, weld&e gemeinfc^aftKd)e 9iidf)tung bie Ärafte P unb R 
auä) baben m6gen. 2)er 9)unft, beffen Äooroinaten §, n, i ^b«rd() 
biefe ©teic^ungen bejiimmt werben, \)ai folglidb bie merfwürbige 
6igenfd()aft, baß bie JBefulrante ber drifte P immer burc^ biefen 
^unft gebt, wenn aucb biefe Ärafte Ui benfelben Sntenfitdten unb 
benfelben Ängrippunften i]()re JRic^tung beliebig dnbern, inbem 
ffe jeboc^ parallel unter ffdj) bleiben, we§balb man biefen ?)unft 
ben SiRittelpunft ber parallelen Ärdfte nennt. 

SBenn bie ^rdfte P bie ©ewid^te ber SIRote!ule be^ Körper« 
finb, fo wirb ber SKittelpunf t ber parallelen Ärdfte ber <S d) w e r= 
punft beö Ä6rper§ genannt. 2)iefer ?)unft, beffen ;Roorbinaten 
burd^ bie gormein: 

^ Z? ' ^ J5P ' ^ IV 

BefKmmt werben, weil R = 2:P iff, l^at bie eigenfdbaft/ ba|i bie 
Slefultante ber ©ewic^te ber 51!Rolefule be6 Ä6rper§ immer burd^ 
benfelben geben mufi, wenn fic^ bie JRidbtung biefer ©ewicbtöfrdfte 
gegen ben Äorper, ober xoa^ baffelbe i^, wenn ^ä) bie Sage beß 
^orper6 gegen bie t)ertifale Stic^tung, weld[)e ju^leic^ bie ber 
(Schwere iji, dnbert. 2)ur4) biefe gormein wirb bie ©efiinition 
be6 ®d!)werpunfteS gerechtfertigt, weldbe wir bereite früher bat>on 
gegeben l)abtn, aU wir benfelben bloS aü einen geometrif4)en $untt 
betrachteten, beffen 8age burdb bie obigen gormeln bejiimmt würbe, 
©ie (Summen SPa:, SPy, SPz, weldbe bie Sd^ler ber SBertlbe 
t)on I, >?, ^ bilben, werben bie (Summen ber SRomente ber ©e- 
wtdbte ber fSRolefule be$ £6rper§ in 93e)iel^ung auf bie Ebenen 
ber yz, x%, xy genannt. 
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SBenn her htttai^tttt Xhtptv in aUen feinen Xfydlen ^ome- 
gen ift, unb fofglic^^ bie ®mi(i)tt feiner Elemente il^rem SSolu- 
men )ftopott\onal jtnb; fo fann man, wennV baö jjefammte SSo« 
lumen bed Stbtptt^ tinb dv ein unenbU^^ {leinet Clement biefeS 
SoIumenS bejeidi^net/ fe^en: 

-«■ 

^ Sofdo £ydv £zdv 

5 "y^ f ^ ""y" f i "y~ / 

»0 bie ®ummen Zxdv, ^dv, I^zdv bie Summen ber SRomente 
ber SJolumenelemente in jüejiel()ung auf bie Sbenen ber yz, ber 
xz unb ber xy genannt »erben. 

Um bie ©ummation t)erric|)ten ju f5nnen, mu|i man im TCIfc? 
gemeinen dxdydz für dv unb bad äeicl^en ber breifad()en 3ntegra^ 
tion in äBejie^ung auf bie brei SSeranberlicIjen x, y, z fnt bad 
®ummeniet4)en Z feigen. 2(ber wenn man annimmt, bafi in ieber 
ber t)orl()erge^enben Formeln bte beiben erjlen Srtte^'^ationen »er? 
ridS^tet jinb, unb man bejcidj^net mit ü^, ü«, ü^ bie glac^^en ber 
jDurc^^fd^nitte beS Äorperö mit ebenen, wetcbe refj). auf ben Ären 
ber X, ber y, ber z fenfrecfet unb um bie gdngen x, y, z t>om 
2Cnfang^punrte entfernt finb; fo l&at man: 

yUxxdx I Uyvdy f V^zdz 
,, , ri :£ , 9 at-^ , 

»D bie 3ntegrationSgrenjen ar© unb X, yo unb Y, zq unb Z bie 
Äoorbinatcn ober bie ßntfernungen ber ben &hxpcx begrenjenben 
ebenen oom 2(nfangö^)unfte finb. ^an barf t)itxUx jeboddi ni(i)t 
tjergeffen, bag bie Äoorbinaten x, y, z in biefen gorme(n mit bem 
entfprecl()enben SeicK^en genommen werben miiffen, unb wenn j.S. 
bie ebene ber yz ben Äorper in jwei Sll^eile Ü)ziXt\ fo ift z für 
ben Obern Z^til biefer ebene |)ofitio unb fiir ben untern 
SE^eil berfelben nepatit). »^ierauö folgt, baß, wenn bie ebene 
beryz benÄ6rper m jwei fp mm et riftl^e Sl^eile tl(^eilt, bieeic^ 
mente Vgxdx ^)aarn>eife einanber gleid[) unb oon entgegengefefetem 

3eid[}en finb, fo baß ba§ S^tegral /^ U;,.rdar, unb folglich) % jtdE> 

auf Slutt rebucirt; b. % in biefem galle liegt ber ©df^werpunft 
in ber ebene ber yz. @o oft alfo eine ebene ben ^6r))er in jnoei 
f^mmetrifc^e SEIf^eile tlf^eilt, liegt fein @d[^n>eryunf t in biefer ebene; 
benn man (6nnte at^bann biefe ebene ju einer ber ^oorbinaten- 
ebenen nel(^men, unb bie obigen @c|)täfre n)ieberl(^olen. Sßenn man 
brei t>erf(^iebene ebenen fennt, wooon iebe ben £6r^er in }n>ei 
f^mmetrifc^e 3;|^eile tl()etlt, fo muß ber @d[)toet|>unft beffetben auf 
ieber berfelben, unb folglidS^ in V^xtm gemeinfd^aftlidfien ©urd&s 
fcl(>nittS^)unfte liegen. 
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ßft l^at man i(6rper ju betradS^ten^ wtl^ V^^ 9»ä f^ 
wenig t)on einanber entfernten parallelen Sbenen liefen/ unb fe^r 
^mm 9)(atten ober ©dj^etben Wlben, »ctc^e man bei beräBejitms 
tnung tl^re$ @d)rü€tpuntM aU nur %toti £)tmenftOiRen ^abenb 
betradt^tet^ 92{mmt manj. JB. bie ebene gld^)^ ^tneS folgen fel^ 
bunnen Stbtpzxi ju ber ebene ber xy, fo 1)at man b(o6: 

*» y / ^ ^ y / 

too V bie ®r6fe btefer ebenen gladj^e/ Vxf Uy bie gangen ber li* 
nearen ©urc^fc^nitte berfefben mit Ebenen , n)eld()e in ben Ent- 
fernungen a;, y t)om Änfangöpunfte auf ben 2fren Ux x, y ftnh 
recbt ftnb, bejeidj^nen/ unb xq, X unb yo, Y bie Entfernungen ber 
9)arattelen ju ben 2Cren, welche bie ebene glac^e beS Ä6r))erS bt^ 
grenjeu/ t)om 3CnfangS})unfte ftnb. 

83eh)e9«!i9 eines belielbigen @^fieme6 fejler Körper ober 
einer IbelieHgen 3Raf(^ine. 

§. 42. 3m Allgemeinen t)erfle()t^ man unter bem Äuöbrucfe 
3Bafcl()ine ein ©pjlem einanber berul()rcnber fejier Ä5rper/ xod- 
dbed )ur Uebertraaung ober Sortpflanjung ber Ttrbeit gewiffer 
Ärdfte beftimmt ifr. 3ur 8?ed^tfertigung ober Erläuterung biefer 
Definition ift e§ notbwenbig, bie ©leic^ung ber lebenbigen drifte, 
totid^e baö ?)rinci^) ber Uebertragung ober gortpffanjung ber 2(r^ 
beit entbdlt, auf ein ©pftem einanber gegenfeitig berülj^renber 
SLbtpct )u erftrecfen. SSenn man einen ber £6rper bttKad)Ut, 
morau$ bie 9ßafcli)ine befte^t^ fo l^at man nad) §. 35: 

wo ber erjle SEb^il biefer ©leic^^ung ben Sumadj^S ber ©umme ber 
lebenbi^en itr&fte aller ÜRolefule biefed itor))erd au6bru(tt/ w&fy^ 
renb bie im jweiten a;|>eile berfelben üorfcmmenben Gräfte nur 
innere ftnb/ n>enn jebo^ bei ber ^Bewegung be$ £6r^r$ bie ge^ 
genfeitigen Entfernungen feiner ÜBolefule nidf^t geänbert »erbe», 
»ie wir f)ux t)orau6fefeen, 

SBenn man für alle Abxpex, worauf bie SSafd^ine beftelS^t^ 
il^nlid|)e @leid()ungen/ wie bie Dorl^ergelSienbe bitbet unb bie ent^ 
f))re(benben Sb^ile aller biefer ©leidpungen }ufammenabbirt; fo 
brÄrft ber erjle SEI(^eil ber refultirenben ©leidpung ben 3uwadS>$ 
ber ©umme ber lebenbigen Gräfte aller fTOolefule ber ^afdbine 
auS/ mb ber zweite Xl^il biefer @leid^ttng tfi bie ©umme b«r 
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GuantitÄtftt 5(rteit aller auficrtt auf bic aBafd)tnc wirfenben 
Äraftc. 

2)iefe ^ummt ia^t iiä) rebucircn, wenn man annimmt, baf 
ba§ @t)jiem ber Ä6tper toixUiö) eine 9Jfafd)ine bilbet, b. \). ba| 
.bJefe Ä6r})et miteinanber in a5crü{)riin9 bleiben, inbem fte tüat)- 
tenb ber SSewegung ^eaenfeitig auf emanber einwirfen. 2)enn 
bie gegenfeitige ßinwirrung jttjeier cinanber berubrenber ^6r^)er 
röl[)rt Don ben 2Ctttaftionen , ober Slepulfioncn ber SSRotefuIe be§ 
einen Ä6rper$ auf bie be$ anbern ber, n)enn fte einanber fo nal^e 
ftnb, bafi fte auf einanber wirfen fonnen. 

S38ir wollen jwei biefer SKolefule m unb m' betrad)ten, weld^e 
jwei üerfclS)iebenen einanber berubrenben Äorpern angeboren; eö 
beäeiclS)ne r ibre gegenfeitige Entfernung, R ibre gegenfeitige ©in- 
wirfung auf einanber, rfr bie SScranberung ibrcr gegenfeitigen 
©ntfernung in ber unenblicb ffeinen Seit dt unb ds ba6 SSJegele- 
ment, welq)e§ eirt§ biefer SSÄolefule, j. S5. tw, wabtenb berfelben 
ätit im Kaume befc^reibt; fo ijl ba6 2frbeit6efcment \?on R in 

IBe}iel()ung auf bie ^Bewegung t)on m im Sfaume =Rds.cos(Rds) 
unb baö Ärbeit^etement in JBejiebung auf bie SSeranberung 
ber gegenfeitigen (Entfernung ber beiben^ 9RolefuIe = Rdr. 2tm 
6nbe ber ganjen B^it, wa^renb welcber bie gegenfeitige ©inwir^ 
fung biefer SKolefule jtatt finbet, ift bie ©efammtarbett t>on R in 
SBejie^ung auf bie ^Bewegung t)on m im Staume = fRds. 

cos(RdÄ)unb bie berSSerdnberungbtr gegenfeitigen Entfernung ber 
beiben SRolefule entfpreclE)enbe SEotalquantitat 2Crbeit ijl = fRdr. 
2tber wenn man bead)tet, wa§ wabrenb biefer Seit jlatt finbet, 
fo fielet man, baß bie gegenfeitige Entfernung r fucceffit)e immer 
tmi}X abnimmt, bis fie tin gewiffeS SW i n i m u m erreia)t, worauf 
fte wieber junimmt, unb bie Äraft R bat gew6t)nlid) nur in ber 
9lal)e biefeS 9Jfinimum6, b. i). wenn dr fet)r flein ijl, einen merf- 
liefen SBcrtl; *^ierau6 folgt, baß ba§ Sntegral / Rdr im2(tlge= 

meinen gegen baö 3ntegral f Rds . cos (Rds) fe|)r Hein ift, unb 
wenn man biefe äSBemerrung auf alle gegenfeitig auf einanber ein- 
wirfenbe SKolefule erjlretft; fo fiel;t man, baß bie t)on ben gegem 
fettigen Einwirfungen ber SKolefule in berSZd^e be§ S5erül)rungö^ 
punrteS b^trübrenbe Sluantitdt lixUit gewobntid^ gegen bie Ar- 
beit ber dußern Ärdfte, weldf^e auf benfelben Äorper \)erm6ge fei^ 
»er JBeritl&rung mit anbern Äörpern, ober dlj)nlicber SBirfungen, 
wie bie &emä)U ber SRolefule wirfen, fel^r flein ijl. 2)aö Snte= 
gral/Rdr ift in aller Strenge = 0, wenn bie ^raft R nur 
eine gunftion ber Entfernung r ift; benn alSbann bejlel^t bie§ 
Stttegral auS Elementen, weld^c paarweife einanber glei^ unb 
loon entgegengefefetem Seidigen jtnb. S>bQU\ä) man allen ®runb 
ju ber Xnnal^me 1:)at, baß \iö) bie ©acbe fo t>erl)dtt, unb bie 
Ärdfte R biefelben bleiben, wenn bie Entfernungen wieber biefet 
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ben werben; fo ift ber Hergang ber ©rfdf^einung boö) n\d)t fo, 
tt)ie wenn biefe§ ^att fdnbe. 2Cber wit »erben fpater feigen, bö^ 
ber ®runb l){ert)on in ber unrid)tiaen SSorauöfeiung liegt, ba| 
bie oegenfeitigcn ©ntfemungen ber üRolefule beffelben Äirperö in 
ber yJa^e ber SSerubrungSpunfte nngednbert bleiben. 

2Bir werben ^auf bie SSejiimmimg ber burc^ / Rrfr auöge^ 
brüdften Quantitäten 2Crbeit fpäter »ieber jururffommen, wenn 
wir bie erfcl()utterungen ber 9Rotefule beffelben ^orperö in äöe- 
tratet 5iet)en/ unb bei ber gegenwartigen ttnterfucbung , welche 
mel^r tbeoretifd^ , alö ))l)9ftfcb ijt/ wollen wir annehmen, baß bie 
Äraft F nur bann einen merftid^en SBert^ l;at, wenn nal^eju 
dr=0 ijl, unb folglid^ bie ben gegenfeitigen ßinwirfungen ber 
SKolefule entfprecbenbe Quantität Hxbdt t)erfrf)winbet. 2)iefeSSor^ 
auSfefeung mUxt fiel) übrigen^ ber SGBirflid^feit um fo mebr, je 
weniger bie einanber berubrenben ÄSrper in ber9ldbe beö IBerüb^ 
rung§i>unfte6 erfd)uttert werben, ober ibre gorm t)erdnbern, b. t). 
j|e bdrter unb je beffer polirt fte ftnb, weil, wie bie ©rfabruna 
lebrt, in biefem galle bie Folgerungen an^ unferer »^^potbefe jtcp 
ber SBabrbeit mebr ndbern. 

@§ ift alfo ba§ 2frbeit§elemcnt Refo.cos (Bck) für ein 3Role^ 
ful m, auf welcbeö ein 9Role(ul m' be§ berubrenben ÄorperS bie 

aSirfung R an^nbt, gleid) bem 2Crbeit§elemente Rrf«' . cos (Rd^O 
für baö 9Roleful m', auf welcbeö ba6 STOoleful m bie gleicbe unb 
entgegengefefete SBirfung R axi^xibt, ba bie Summe biefer bei? 
ben 2trbeit§elemente gleidb 9iull fein mn^, ober bie Entfernung r in 
bem Äugenbticfe, wo fte ibr SKinimum crreid^t, ftdb nicbt mtrfttcb 
dnbert. *^ierau§ folgt, ba^ bie auf cre Arbeit, wel^e jeber Äir* 
per ber ÜRafd()ine burdb feine äöerübrung mit einem anbern er? 
bdlt, ber gleid^ ijl, welcbe er felbft biefem anbern Äorper burdf^ 
bie SSerübrung mittbeilt; nur baben biejfe beiben Quantitäten 2Cr? 
beit entgegengefel^te ßeidbcn. ^kxau^ jtebt man, bafi man für bie 
SBiberftanb^arbeit, welcbe in einer SRafcbine burdb bie SBirfung 
dunerer Jlorper erzeugt wirb, bie S3ewegung6arbeit fubjfituiren 
fann, weld&e biefe Äirper burd() ibre S3erübrung mit ber üfeafdbine 
erbalten. SSRan fann alfo bie ©feidbung ber lebenbiaen Ärdfte 
ober ber Uebertragung ber 2Crbeit für eine au§ feften Ä6rpern be? 
ftebenbe 9Rafdbine, worin bie SBiberftanb^frdfte blo§ t)on berSBir? 
fung ber einanber berubrenben ^6rpcr berrübren unb worin oon 
ben 9Rolefularwirfungen , unb fo(glid) aiiä) öon ben ^Reibungen 
in ^ben S5erübrung§punften abjtrabirt wirb , fol^enbermaf en aui- 
brüdfen: 

3n jeber in S3ewegung befinblid)en SRafcbine ift 
bie 2)ifferenj jwifdben ber S5 ewegungSarbeit ber 
dufiern Ärdfte wdbrenb einer ger»)iffen 3eit unb ber 
wdbrenb berfelben 3eit auf dufiere Äorper übertra« 
genen SSewegungöarbeit bem Suwadbfe ber lebenbt« 
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atn Stxhftt \>tv Mhtpet iltid^f nroratt9 bie SRi^fdi^ifie 
btfttH 

3Cuf bie Sotgerungeti/ toelcbe ftcf^ ani btefem ®a^e ergeben^ 
werben toxi f)>ater toteber juräcffommen/ menn n)tr gejetgt babeti 
werben, wie fic^ berfelbe auf SChxptx anwenben lißt, beren SRoIe« 
fule erfdf^uttert werben !6nnen. 

§. 43. SBenn man öon ber ÜRoIef ulararbeit abjlral[>itt, weld&e 
burcb bie S3erubruna ber t>erfd()iebenen bie SRafcbine bitbenben 
JRSrper entf!elS)t, fo ip fdS)on bie ©leid^ung ber lebenbigtn Ärdfte 
jur JBejlimmuna ber SSewegung^ binreid^enb, welche biefe SRafcbine 
unter ber SBirfung gegebener äußerer Ärifte innimmt, wofern 
ieiod) biefe ^Bewegung nur t)on einer einjiaen Art fein fann, 
b. b- wofern bie gegenfeitige Sage ber üerfdf^iebenen ffieftanbtbeile 
ber 9Kafcbine nur oon ber äBejlimmung einer einjigen SSeranber- 
lic()en afö gunftion ber 3eit ab()ingt. 

Semegund bed ^enbelS. 

Um ein S3etf))iel )u geben, woUen wir annel[^men, baff bie 
JRotationöbewegung eine§ fc^weren Mtpet^ bejtimmt werben fotte, 
welcher jid!) um eine fefle ()oriiontale 2(]re breben mufi, bie in 
einem ß^linber ober einer SBette beflebt, beren (Snben in jwet 
!rei§f6rmigen gagern ruben. S6 bejeicbne 3 ben SBinfel, welcben 
eine burcb bie 2)rebungda]re gebenbe fefte SSertifalebene mit einer 
burcb biefe Are unb burcb ben @(bwer<^un!t be« Ä6rper$ gelegten 
unb mit biefem Äirper beweglicben ebene bittet, r bie ©ntfer* 
nung eined ^oUt^M M Mtpex^ ))on ber 2)rei)ungdare, p iai 
©ewicbt biefeö SRoIefuled unb f bie SBinfelgefcbwinbtgf eit, beren 
anfänalicber äBertb 9^0 ift ; fo ift bie wirfticbe ©efcbwinbigf eit bei 
betrachteten ÜRolefuleö = (pr, unb bie ©leicbung ber lebenbigen 
Ärifte oerwanbelt ftcb in folgenbe : 

beren jweiter Zt)eii biefelbe SSebeutung i)atf wie fruber. ©er 
JJaftor <p^ ijl aUen ©liebern ber erjlen Summe S unb ber gaf» 
tor (po^ allen ©liebem ber jweiten ©ummc gemeinfcbaftlicb , unb 

wenn man für (p feinen SBBert^ -^ fefet ; fo erbilt man : 

[(f)'-^«']<=/P''* -/'*'''*'' 

wo ff^ ber jweite S^beil biefer ©leicbung aM f^unftion be$ Sßtn^ , 

fetö ^ bere4)nen la^t, unb wenn man folglicb biefen ^weiten ji| 

Z^tii mit f (fi') bejeicbnet; fo ergibt ftcb ani ber t)or^ergel^enben ; 
@lei(l()ung : 
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2^ 

SBtr wotten anncl^men, baß öuf ben Ä6rper feine önbern Ärdfte, 
aB bic ©ewjc^te feiner 9RoIefule wfrfen/ unb baß bie 2)ref)un9S^ 
a]ce ^orljontal ift; fo l^aben wir, wenn p bie Entfernung bt^ 
©c^werpunfteö beä Ä6rperS t)on ber ©relj^ungaaye unb ri ba$ 
Sotatgewt^t bejeid^net: 

fPds—fP'ds'— Up (cosS— cos i^g), 

Wo So ben SBertl() beß SBinfefö S im Anfange ber Bewegung 
eber in bem Äugenblicfe, wo bie ©efdjwinbigfeit 9?uU ijt, bejeidS^s 
net. ÄBbann ip ju gleicher Seit 9^0 =0, ^=^0/ unb bie obige 
®ki(!t)\xnQ »erwanbelt ^i6} in folgenbei 

y Hp •/ ^0 1/ cos ;^- cost^o ' 

SBenn man bie fett bem ^Beginnen ber S3ewegung bi^ )u bem 
Xugenbliefe, wo ber ©d^werpunft be§ Mxpet^ in ber inxd) bie 
®re|)ung§axe gcl^enben SSertifatebene liegt/ üerfloffene Seit (^aben 
wiU; fo muß man S=0 feigen, unb alSbann erlS)alt man: 






np «/ V CO«t^ — C03 1^0 * 

I aßenn ber SBinfet S febr !lein ijl, fo fann man ^ ^ ■ für 00s d 
— cos Äo feigen, unb aföbann bot man : 

M *~ ^ i^np 2 

welc^eö bie 3eit ijl, bie ber ©c^werpunft be« Shti^txi gebraud^t, 
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um in feine tiefte Sage ju fommen, t». ^. t»ie J)aueir einer SSier* 
telf4)tt>in9un9, fo t>af folglidj» bie 2)auer einer falben 
@4>n>inguns g(ei(it>: 

unb bie einer ganjen ©djjwtnguna, b. I(). bje 3eit, welche 
feit bem 3(nfange ber 93en)egung be6 ^or^erd bii }U bem TCugen- 
bUtfe üerjließt, wo. berfelbe wiebet in feine urfprünglicbe 8age ge^ 
fommen ift, gleich : 

S^rdg^eitömoment. 

Die Summe I>pr^ wirb ba§ SErdglj^eitömoment beö 
Ä6r^>er§ in S3e5ielS)ung auf bie JCye, wel(^er bie Entfernungen r 
entfpredj^en , genannt, unb ift nicfetö anberö, afö bie ©umme ber 
S)robuf te, weldje man erl^alt, wenn man ba6 ®tmd)t jebe^ SRole^ 
fuleö be§ Ä6rper§ burc^ ba8^£luabrat feiner Sntfermmg t)on ber 
2fre multiplicirt. Diefe ®r6fie fommt bei ber SSered^nung ber 
SKafd)inen ifcaufig t)or; benn au§ ben t)or^ergelf)enbcn 9?ec^nunaen 
f[ef)t man, baß man bie lebenbige Äraft eined ^or<>er§ erl)a(t, 
welcl[)er in einem gegebenen 2(ugenbticfe bie SBinfelgefcif^winbigfeit 

<p i)at, wenn man baö SSrägl^eitSmoment mit j" / ^ '&• ^^^ ^^^ 

ber ®efcl()winbigfeit f entfipredb^nben gattl)6be muftiplicirt. 2)a§ 
S£ra9l;eit§moment fpielt folgticl) in S3ejief)ung auf bie SSeftimmung 
ber lebenbigen Äraft bei einer SJotationSbewegung biefclbe JRotte, 
wie ba§ (gewicht be§ Ä5rper6 bei ber ^)rogrefpt)en ©eweguno. '♦') 

9Ran erl)dlt bie ®rope Spr» bur4) bie SRetl^oben ber Snte^ 
grafrecbnung / inbem man bie t)erfd)iebenen ?)unfte be§ Ä5rper§ 
gewol^nlic^ auf jwei burc^ bie 3)re{)ungSare gelegten redbtwinfligen 
ebenen bejiel)t, unb x^ + y^ für r» feft, wo x, y bie Cntfernun« 
gen eineS beliebigen ^^unfteS be6 ^6rper§ t)on biefen beiben ©be^ 
nen bejeicl()nen, fb bafi man al§bann bfo§ bie (Summe l>px^+Zpy^ 
JU beredj)nen \)at. SaSenn aber U unb V bie gldd^en ber Simo)- 
TOnitte beö Äorperä mit ebenen, weldj^e ju ben beiben Äoorbina^ 
tenebcnen parallel, unb folglid) auf ben Ären ber x unb ber y 



*) 9lur in btefem § loerjte^t ber SSerfaffer unter Slrig(ieit(moment bie 
®r5f c Spr^, fonft aber immer bie ®röf e 2* »£ r*. 
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fenfre(I)t ftnb, bejetdf^nen; fo f)at man fär einen Stbtp^x t)on einet 
mat\)tmat\fä) beftimmten gorm: 

n)o w ba^ ©erntest ber SSolumenetnbett be§ <ft&r))erd unb or^, j?|^ 
yof yi bte feinen ©renjen entft)red()enben Äoorbinaten ftnb. 

SBenn K ba§ Sgrdgl^eitömoment eine« Ä6r»)ctd in äSBejiell^una 
auf eine burdS) feinen ©c^wetpunft gel)enbe Are bejeicl^net, fo iif t 
ftc^ leidi^t {eigen/ bafi ba6 3;rägl^eitdnioment biefe$ JK6r))erS in 
i93e}iel[)ung auf eine Zweite ju ber erflen pataUtlt unb um bte 
ginge p t)on ilS)r entfernte 7ix^ burc^: 

K + Hp» 

au^gebröcft mxi, n>o n ba§ 3;otalgemi4)t bed ^&rf)er6 bejetd^^net. 
25enn wenn ficb ar, y auf bie burc^ ben ©d^werpunft be« Mtp^ti 
gel^enbe Tix^ belieben unb a, b be^eic^nen bie ^oorbinaten 
eines ?)unfte§ ber neuen 3Crej fo ftnb x—a, y—h bie ito- 
orbinaten eines beliebigen ?)unrteS beS ÄorperS in ffiejiebung auf 
biefe neue %nt unb xaaxi %(Ki folglid^) für baS S^rigb^itSmoment 
K' beS Ä6rperS in JBejiebung auf biefe lefete 3Cre: 

35a bie erfte 2Cre burcb ben ©cbwerpunft be§ Ä6rper8 gebt/ fo 
Ibat man t)erm5ge ber Sigenfc^aft biefeä ?)imfte§ (§. 38) : 

"^•/l? üa:di:=0 unb ^J^^ yydy= 0, 

unb folglicb üerwanbett ficb bie uorbergebenbe ®leic|iung in foU 
genbe: 

K'=i5fj'\]x^dx+^f^Wy^dy+ a^äf^'Vdx+b^wf ^'Vdy. 

SRun ijl aber: 

n= « f'"' Wdx = (5 f^' Vdy, 



unb: 
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K'=K+n(a»+t'), 

ober wenn inon We ©ntfernung f ««+6» bet in»etten Xire t)on ber 
erften mir p bejetcl^net: 

K'=K+npa, 

19a» betotefm werben foUte. ^terauS fe^f/ baf unter aUen Srig^ 
bettömomenten beffe(ben .R6r)>er» in 9)e)iebitng auf parallele Tlx^n 
bod am tleinflen ift, welches {t((^ auf bie burd^^ ben @^exf 
puntt gebenbe Are bejte^t. 

SBenn man ben legten SBertb be» S^rag^eitömomenteS in ben 
Xu§bru(f ber £)auer T einer b^lben ®c(^n>tngung be» f)enbe(§ fub- 
jHtuirt, fo erb^It man: 



nnb wenn ber Sthtptx nur febr geringe S>imenftonen ^t, wie 
fol*e§ bei einer an einem febr bunnen ^aben, beffen ©ewicbt 
unberucFft4)tigt bleiben fann, aufgel^angenen Sleifugel ber %aU 

ifi; fo (ann bie ®r6^e jr^ vemacl^Üfftgt n^rben^ unb man ^at 

n>o bie Entfernung p aUbann bie Sanae be§ einfad^en Dem 
belS genannt wirb; aber wenn ber SLotptx etwa^ merftic^e SDi- 

menf[onen l^at, fo fefet man p+g- ffö^ p- ^i^ ©cl^wingungen 

finben atfo in berfelben Stit flatt, aU wenn ft(^ ba§ 9enbel auf 
eine febr Reine Süx^tl rebudrte/ wetcbe an einen Saben aufc^eban- 
gen ift/ bejfen iange ber oorbergebenbe Xuibrutf befKmmt, inbem 
k, wie wir gefeben b^^ben, ba$ Srcigbeit^moment in Sejiebung 
auf eine bur* ben ©cbwerpunft beS Jt6r}>er« gebenbe 3Cre unb p 
bie Entfernung ber 2(uf^angung§are t>on biefent S(^weri>unfte be^ 
jeic^net. 

2>ie @th%t K (aft ft(^ für ein rec^twtnfltoed DaraOelepi^e^ 
bum^ beffen itanten a, b, c ftnb, unb wenn bie Vre }u ber J^nte 
c paraUet ifl/ leicbt bered^nen. 3Ran ftnbet: 
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unb wenn bic 5C)re üon bcr ®eiUnflad)e, beten Äanten a, c f!ttb, 
um ble ßdnge / entfernt tjli fo \)at man: 

S^a^ Sr&g]^ett§moment etne$ red)tn)tnfltgen $araUeIe^i))ebum& in 
flSejtebung auf eine Äye, weldj^e in ber »^albirunaSebene beS Äir- 
per§ liegt, unb um bie gange / t)on einer feiner ^runbflfH^n enU 
fernt ift, wirb folgüdS) auögebrücft burdj): 

»^■="C^>"('+j)="r^+''+'-] 

SBenn a gegen 6 \ti)x fUin ijl/ fo i)at man nal^eju: 

«nb wenn /»O wirb; fo rebudrt ftcl) biefer 2Cu*brurf auf: 

b.l>. bo* ÄtÄgl^eit^moment einer fef^r bunnen ®tange 
in SSejiebung auf eine auf il)rer 8ange fenfrec^te 
unb buTd^ einen tlS)ter Snb^unfte ge^^enbe 3(re ift 
baffelbe, aU wenn ber britte aib^il beS ®ewid>te« 
II bet Stange aH ein fdjwerer ^un!t an einen ge« 
wid^t^lofen gaben t>on ber ginge b ber Stange auf* 
gel)angen würbe. 

SBenn man ia^ Sj;rdgl)eit6moment m^i^ maffiüen St)tinber* 
in Sde^iti^nriy] auf feine 2(re berechnet, fo finbet man Ieid)t, ba|l 
eö baffelbe ift, atö wenn bie ^itfte beS ®ewi(bte§ be« ß^linber* 
auf feiner frummen ©berflÄc^e gleid)f6rmig »ert^eilt wäre. SBenn 
alfo n baö @ewid)t be^ 6i>linber6 unb ft feinen »^albmeffer be* 
jeid^net, fo ifl fein Si;rigI)eit«moment in JBejie^ung auf feine Are 
ber ffigur afö 9Jotation§are : 

Um baS a;ragf)eit§moment einer Äuget t)on bem *^albmeffer R 
in Sexiel^ung auf einen ilf^rer ©urd)weffer ju er^ialten, beredt -^ 
ntt man: 
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K'=K+n(a»+6'), 

ober wenn man We ©ntfetnimg ^^5^ ber jweiten 3t]ce t>on ber 
erjl"en mit p bejeidS^net : 

K' = K+np2, 

ipa^ ben>iefen werben foUte. ^terau$ folgt/ ba^ unter oUen Si^tiQ^ 
beit«momenten beffelben Ä6rper8 in 85ejiel)«ng auf paxaütU Ären 
ba6 am flcinften ift, »elcl)e§ ftc^ auf bie burdfi ben @(|m?er* 
punft 9e]()enbe 3Crc bejtclS)t. 

SBenn man ben lefeten SBertf) be§ a;ra9l()eit§momenteö in ben 
3(u§brucf ber 35auer T einer ^Iben ©dj^wingung beS ?)enbeia fub* 
jtituirt/ fo erl^dlt man: 

ttwb wenn ber Äorper nur fel^r geringe Dimenfionen l^at^ wie 
fold)e§ bei einer an einem febr bünnen gaben, beffen (Sewid^t 
unberücf [fertigt bleiben fann, aufgefangenen S5leifugel ber gall 

ijt; fo fann bie ®t6ße jfT t^emacl()lifftgt werben , unb man f)at 
blo§: 

wo bie Sntfernung p aWbann bie ßinge beS einfaci)en ?)ens 
beU genannt wirb; aber wenn ber Mxpet etwa§ merflidf^e Di^ 

menfionen l^at, fo fefet man P + ff- ^(^tt p, ® ie ©dS^wingungen 

finben alfo in berfelben 3eit jtatt, aB wenn fiö) ba§ ?)enbel auf 
eine febr fleine Äugel rebucirte, wetd()e an einen gaben aufgebaut 
gen ift,' beffen Sauge ber tjorl^ergebenbe 3Cu6brudf beftimmt, inbem 
K, wie wir gefeben b^ben, ba§ Slrigbeitömoment in S5ejiebung 
auf eine bur^ ben @d[)werpunft be§ Ä6rper§ gebenbe 2fre unb p 
bie Entfernung ber 2(uflS)ingung§a)re t)on biefent @dS)wer^)unfte U- 
jei4)net. 

35ie ®r6fe K ligt ^d) für ein red^twinflige^ |)arallele»)i^)es 
bum, beffen Äanten a, b, c ftnb, unb wenn bie Are ju ber Äante 
c )faxaUd ijl, leidfjt beredj^nen. 9Ran ftnbet: 
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unb wenn bic 5C)re t)on ber Seitenfläche, beten Äanten a, c flnb, 
um bie ginge / entfernt tjli fo ijat man: 

35aS SKrdgl^eitgmoment eine§ redS^twinfligen ?)araUele)?ipebuin8t in 
fiSejtebung auf eine 2C)ce,^tt)eIclj)e in ber »^albirunaSebcne beS Äir- 
per§ liegt, imb um bie gdnge / t>on einer feiner ^runbflficfjen tnU 
fernt ift, wirb folglich auSgebrücft burdj): 

K-=n(^>n(,+iy=n[q±.-+«+r]. 

SBBenn a gegen h \z\jX fUin ijl/ fo l[)at man na^eju: 

urtb wenn /äO wirb; fo rebwdrt fiel) biefer 2Cu*brurf auf: 

b. f>. bai ÄtÄgl^eft^moment einer fel^rbünnen ®ta nge 
in JBejie^ung auf eine auf i{)rer Range fenfredjjte 
unb buTd^ einen ilS)ter Snb^iinfte ge^^enbe 3(re ijl 
baffelbe, aU wenn ber britte ail^eil beS ®ewid>te« 
II bet Stange aH ein fdjwerer ^unft an einen ge« 
wtcljt^lofen #a-ben t>on ber ginge h ber ©tange auf« 
gel^angen wflrbe. 

SBenn man ba^ Sj;rÄgl)eit8moment eineS maffiüen St)tinber6 
in S5ejie{)»nj} auf feine %xt berechnet, fo finbet man Ieid)t, ba|l 
eö baffelbe ift, al^ wenn bie ^itfte be§ ®ewi(^>tc§ be«^ ß^linber* 
auf feiner frummen ©berpic^e gleid)f5rmig tjert^eilt wäre. SBenn 
alfo n baö @ewid)t be^ 6vtinber6 unb ft feinen ^^albmeffer be^ 
seidjnct, fo ifl fein arigbeiriRmoment in ©ejie^ung auf feine Tixt 
ber Sigur al§ 9Jotationdare : 

Um ba§ a;ragl)eit§moment einer Äuget t)on bem *^afbmeffer R 
in Sejiel^ung auf einen il&rer ©urdjmeffer ju er^ialten, beredb-^ 
net man: 

©yjj^ VxMx + ^f^^ yfdy, 
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U=w(R*— ^') unb V=w(R*-y») 



tjl, unb o, w refp. bö6 ©ewidj^t bcr SSolumenetnl&eit unb baö SSer- 
^dltnif be§ Äreiöumfange^ jum 25ur(^mcffer bejetc^net. 35a baö 

Totalgewicht n ber Äugel burd^ © 3 tjrRs auSgebrficft wirb, fo 
finbet man: 

K^ = |nR^ 

b. IS), baö SrigJ^^eitSmoment ift baffelbe, al§ wenn 
man-beS ®ewic^te§ ber Äugel in ben enbpunft 

eincö auf ber Dte^ngSaye fenfredS)ten ^^albmef' 
ferS bradj)te. 

SBir werben ft>4ter wieber auf bie SiotationSbewegung jurucf? 
f ontmen/ inbem wir aBbann axid) bie 9ieibungen in Ste^nung brin»« 
gen werben. 



2CU0cmcinc ©Icid^ungen bcr SBewegung eine« ©pftemed »on fejten Ä6rpcrn, 
ober einer beliebigen S)lafd^tne, wenn bie 9ieibungen mUtüdii^tx^t bleiben. 

• 

§. 44. SBenn bie SSewegung einer 9Kaf4)ine auf mel()rerc 
3Crten ftattfinben fann, t>,}), wenn man mehrere SBerinberlid^e aW 
gunftionen ber 3eit bejlimmen muf, um jeben Äugenblid bie re* 
latiüe Sage aller £bx)pex, worauf bie SRafd^^ine be\tct)t, angeben 
ju fonnen; fo ijl bie ®lei4)ung ber lebenbi^en Ärdfte jur ©c« 
ftimmung biefer S$erinberli4)en nid^t mel&r l^inreid^^enb, unb man 
muß alöbann oirtueBe ®efcl()winbigfeiten anwenben, b. b- bie ©le^ 
mente ber tjirtif^Uen 2(rbeit in SSetrad^t jiel^en, wie bei ber S3e« 
wegung eineS einjelnen Äorperö. SBir wollen ba()er bie ©leid^ung 
(E) in §.36 für eine beliebige oirtuelle ^Bewegung wieber betrac^^ 
ten, fo fonnen wir, wie bereits bemerft worben, bie tjirtueHen 
S3ewegungen junac^ft auf biejenigen befd^rinfen, weldf^e mit ber 
3tnnabme t)ertrigli(^ finb, bal ber Mxptt wa^renb ber virtuellen 
SSerrüdfung tJoUfommen feft hUibtf unb folgli(^ feine gorm nid)t 
inbert, fö baß in bem jweiten äl^eile biefer ©leic^ung bie ben 
ÜRolefularwirfungen beffelben Mbxptx^ cntfprec^enben ©lieber ocr« 
f4)winben (§. 34). 

gerner wollen wir bie virtuellen Bewegungen npd(> mc^t pat« 
tifularifiren, inbem wir jie fo annel^meu/ baß bie Äorjper in voll« 
fommener 25erut)rung mit einanber bleiben, wie fol4)e$ bei ÜRa^ 
fd[)inen notl)wenbig i|t. SBenn man aföbann annimmt/ baß jebe 
gegenfeitige @inwir!ung R jwifc^en jwei SKolefulen jweiet ver- 
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fdS^tebener Sthtpet nur bann einen mextli^tn SBert^ iat, wenn 
bie gegenfcitige ©ntfetnung r biefer S)?oIc!ulc i^rem 9Rtnimum 
fel^tna()e, unb folglich dr=0 ijl, ober üernac^ldfftgt werben fann ; 
fo ijt a\xd) ba§ $robuft Rdr unb mitt)in baö Sntegral ^Rdr 
9luU ober fann unberu(fftct^tigt bleiben. 3>ie toon ben 9RoIe(u(ar^ 
»trfungen bei ber ffieritbrung b^^^^^w^^^^nben £luantitÄten ber t)ir= 
tuellen TCrbeit töerfc^wtnben folglich auS bem jweiten Z^eiU ber 
In Siebe ^e^tnbm ®leid[)ung, unb e§ bleiben nur bie öon ben du* 
fem Ärdften b^rrubrenben üirtuetten 2(rbeitöelemente. 

35iefer jweite ?ti)eil ber ®Ieid()ung ia^t fidb im Allgemeinen 
aU fjunftion ber 3eit berecbnen, unb ber erjie Z^tü berfetben ent^ 
^dlt bie 35ifferenjiale ber ©efcbwinbigfeiten/ fo wie bie tjirtuellen 
©efcbwinbigfeiten aller ÜJfoIefule. Stimmt man nun an, ba^ jeber 
ber Ä6rper/ woraus bie SDiafc^ine befiebt, tJoUfommen feft i% b. b- 
feine gorm nid^t dnbert; fo jlel^en biefe üirtueUen ©efc^winbigfei« 
ten in folcben geometrifcben SSerbdltniffen ju einanber, baß man 
fte für alle 9Rolefule ber SRafcbine burc^ eine gewiffe ^Cnjabl ber- 
felben, ober allgemeiner burcb bie J^ifferenjiale einer gewiffen 2tn* 
jabl tooUig unabl^dngiger SSerdnberlicber in SSe^iebung auf bie3eit 
auöbrurfen fann. vitimmt man folglicb fucceffwe fo töiele »erfdS^ie- 
bene wrtueHe ^Bewegungen an, afö erforberlic|> jTnb, um eben fo 
mele £)ifereniialgleicbungen )u exf)aUen, alS m^an unabbdn^ige 
aSerdnberlic^e b^t; fo fann man^nacb einer vorläufigen ©timma« 
tion ben SBertl^ jeber biefer SSerdnberlicben inx6) Sntegration alö 
Jfunftion ber Seit beflimmen, inbem man bie willfübtlicben Äon« 
ftanten nad^ ber anfdnglic^en SSewegung be§ ©pftemeö benimmt. 
ÜRan erlj^dlt alfo auf biefe SBeife alle Gleichungen , weld^e erfor? 
berlicl^ unb If^inreicbenb ftnb, um jeben 3fugenblirf bie ^Bewegung 
ber t)erfid()iebenen S^b^i^^ ber SRafc^ine bestimmen ju (onnen. Za 
aber bei tecl^nifd^en 3Cnwenbunaen im 3tllgemeinen feine SRafd^i- 
nen Dorfommen, bti benen mehrere ^Bewegungen mftglid^ finb; fo 
wollen wir unS a\x6) f)iex bei ber 3(nfitlE)rung ))on Seifpielen niöft 
aufl)alten. 

©leid^gewid^t unb 2(equit)alen5 ber auf ein beliebiges (B\^ 
jlem »on Körpern, ober auf irgenb eine SKafc^ine »irfen^ 

ben Gräfte. 

§. 45. Die JBebingungen beS @leid()gewid(»teö eines &pfit^ 
meö t)on Ärdften, welche auf eine SSKafcbine wirfen, laffen ffd^ auS 
ben ©ifferenjialgleic^ungen ber ffiewegung biefer SRafd^ine ablei* 
ten, unb man brandet ju bem Swerfe nur bie Summe ber t)on 
biefen Ärdften abl^dngigen ©lieber in ben jweiten Si;t)eilen biefer 
®leid)ungen gleid^ Slull ju fefeen. 35enn wenn biefe ^rdfte im 
®leic^gewid[)te fein follen, fo muffen fte bie bereits erijlirenben ©es^ 
wegungen auf feine äBeife dnbern fonnen, b. i). bie jweiten Steile 
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biefev ©(ei^^ttn^en muffen iingtÄnbert bUiUn, wtnn man bicfe 
Äraftc cin^ü^rt ober l^inwegligt 

66 entflcl^en jwar burc^ bie SBIrhmg ber auf ern Äriftc, be« 
ten ©tetcbgctpic^t man bettad^tet, in gotgc ber SSerü^rung bct 
JC6r^er neue innere SRoIefularwirfungen, fo baf e6 genau genom^ 
men nlc^t gleichgültig ift, ob man biefe äußern Ärdfte einfut^rt 
ober J)jnn)eg(4ßt; attein man barf nid^t oergeffen, iaf ftd^ unfere 
tl^eoretifdjcn Äetrad^tungen, wie weiter oben, auf eine SSorauß^ 
fefeung fluiden, t)erm6ge weld^er bie t)on ben SRoIefularwirhmgen 
I)«rrübrenben Elemente ber oirtueKen Tfrbeit oerfc^winben. 

3n bicfer SSoraudfe^ung fann man alfo fagen, baf jnm (Sfeidb- 
gewidbte ber auf eine beliebige ?D?afd)ine wirfenben dupern Gräfte 
für aiOle SBemegungen , weld^e biefe SKafcbine gejlattet, erforberlid) 
iß/ bag bie Gummen ber Elemente ber oirtuetten Arbeit 9luH jtnb. 
©fefe »ebingungen ftnb offenbar notl^wenbig ; aber fte ftnb audb 
*btnreicl^enb , weit, fobalb fi'e erfüllt werben, bie Differenjialglei- 
df^ungen ber ^Bewegungen, unb fotgltd) aucl^ biefe ^Bewegungen un- 
gednbert bleiben, man mag biefe äußern Gräfte einfulbten, ober 
Itnweglaffen, woran« mü) ber SJefinition folgt, baß fte im ®leidb' 
gewid^te finb. 

§. 46. ^toei fuccefftüe auf biefelbetSÄafc^ine wirfenbe@pPeme 
öon ^Kräften t)u^zn dquit)alent, wenn fte ibentifdS)e S5ewegun- 

?;en l^enjorbringen, unb fotglicb finbct biefe 3(equioalenj Hatt, wenn 
ur alle JBewegungen, wet^e bie SRafdfjine geftattet, bie Summen 
ber Elemente ber virtuellen Arbeit für biefe beiben ©pfleme tjon 
ÄrÄften aleid() ftnb. J)enn wenn biefe SBebingung erfüllt wirb, 
fo ftnb bie fetten a^betle ber 3)ifferenjialg(ei(§ungen ber JBewe« 
gttng für beibe Spjleme oon Ärdften biefelben, unb folglic|> ftnb 
auc^ bie in beiben galten \)tx^oxOizbta(i}Un ^Bewegungen ibentifd^. 

f)rincti|) ber Ueberttagung ber Arbeit bei ber SSetoegutig 

eines feflen Körpers, wenn auf bie ©rfc^iitterungen ber 

Siolefule beffelben fRüä^xdjt genommen »irb. 

6. 47. 3n bem 8Sorl)ergebenben b<^ben wir angenommen, baß 
bfe "^Kolefule beffelben Ä6rper§ wdl()renb ber ganjen Bewegung 
biefelben gegenfeitigen gntfernungen oon einanber bebalten, unb 
wir baben gefebcn,'baß burcb biefe ^öppotbefe bie JBeredfjnung ber 
D0« ben gegenfeitigen 9Rolefularwirntngen ijierrübrenben tluanti- 
t&ten Arbeit überflüfftg gemacht würbe, unb alle ©efcbwinbigfeiten 
ber »erfdbiebenen 5Wolefule burdb eine fleine Änjal^t unabbdngiger 
fBerdnberlid^er, unb meiflenä burd^ eine einzige unobbdngige SSer^ 
inberlic^e, auögebrürft werben tonnten. 

Sn ber Sirllidbfeit werben aber bie SRolefule aud^ ber feffe^^ 
ften Äirper erfcfeüttert, unb folglidb mit relativen ®ef4)winbig!ei= 
Un in S9e)ie{)ung auf einanber bewegt, i&iefe ®efd(^winbigmten 
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letoen ftil^ |. S. bei aOen Mtpttn, wtldft mUt bcc SBMung bcr 
atclbung ober U^ €to§e$ t6nfn, unb fte f innen aud^ imter t>ie(m 
anbeni Untfänben fatt finben , im fte loentger in bte Xugen fal« 
ten. 3e me^r Sortf^^rttte bte Dbpftt nia<()t, befie notbn^enbtger 
tDirb bie Setra^timg ber 3ReIefu(arben>egungen bei ber @rflarung 
zintx ^enae x>en Srfc^etniingen. SStan tann babet biefe Söettadf^ 
tung ber SRolefuIarbewegungen aucb bei mecbonifdi^en Unterfucftun^ 
gen nid^t me(^r umgeben, wenn bie ®ntnb)>rinctvien nidt^t ibre 
Strenge ^xliettn, unb bie Ynmenbungen berfe(ben nic^^t unficber 
gema<()t werben foUen. SStr woKen baber in bem Sotgenben btef« 
a^toletuUirbewegungen in S3etrad^r ju jteben fu^^en. 

2)ie einzige SorauSfe^ung/ welcbe wir ma^^en, um bte im 
Sor^ergebenben aufgefieUten 9)rincipien auf ben SaU au§jube(>s 
ntn, n>e bte ^otetule erfcbutterr iverben, befleißt in ber 2Cnnat^me/ 
ba% ^ bit gegenfeirigen Entfernungen ber ^olehile nur ufti 
@ri^en anbem, welche gegen bie Dimenßonen ber Xbtpet fe(>r 
Hein pnb, fo bofi man ficb immer mit bem Ä6rper fortbewegte 
^oorbinatenebenen bentot tann, in Sejiebung auf welche ftc^ bie 
^oorbinaten ber ^olefule wdbrenb ber SSewegung nur um fe^r 
fletne trogen anbent/ ebg(ei(|^ bie relativen ®ef(bwinbigteiten 
biefer 9Rolefule gegen biefe ©benen fel&r betrdd&ttid^ fein fonnen. 

7(u§ biefer |)9i>otbefe folgt/ bafi wdbrenb ber Sewegim^ aOe 
3ntegrale, welche bie Summen ber 3)robufte au^ ben ^ewid)Un 
ber Slolefule unb gewiffen gunftionen ibrer Äoorbinaten in ffie^ 
Stebung auf bie eben erwdNten bewegli<(^en Sbenen auSbru(fen/ 
ungead^tet ber (Srfc^utterungen ber ÜXoIefute al6 tonflant betrat^)« 
ttt werben fonnen; benn bie SSerdnberungen, welche biefe Grfd^ut« 
terungen in ben SBertl^en biefer 3ntegr<ile jur golge baben, finb 
gegen biefe fBnti)^ uhenbfid^ Hein, unb fonnen folglic|> tjernac^- 
Idfltgt werben. 

An ben bewegtidi^en ^oorbinatenebenen , auf welche wir bie 
fc^wingenben S3ewegungen ber ^oUtnU be^iel^^en werben, wollen 
wir Ebenen nebmen, welcbe eine folcbe S3ewegung haben, ba0, 
wenn man annimmt, bag bie ^olefute in einem beliebigen Xu« 

Senblttfe aufl^ren ju fc^win^cn, unb mit biefen Ebenen fefl t)er« 
unben bleiben, fo bafi fte etnen feficn £oryer bilben, weldfter ft4^ 
mit biefen Ebenen jugtei* fortbewegt, jwifcben ben ffngirten ®e* 
fciS)winbigfeiten in biefem Suflanbe ber gefttgfeit unb benen, weWi^e 
wirflt4> in bem fc^wingenben 3uflanbe ber SRolefule (latt ftnben, 
bie brei folgenden Slelationen jtatt finben : 
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dmSO dmjf dm^ 

tüonn 7j"/ "jf / "5f ^tc ffngirten ©efc^winbigfciten für baS üott* 

lommen fejie ©pjlem/ n baS ©ewicfet eines beliebigen 3Role!uIe§ 
iinb a:, y, 2 bie Äoorbinaten in äBejicl)un9 auf fejte ebenen be« 
uid^nen. Sie fBctüc^ma, totid)e bie beweglichen @benen jeben 
Auaenblttf annel^men mufien/ um biefen ©(eid^^ungen ^u genügen^ 
»ouen wir bie mittlere SBewegung nennen. 

Sundc^jt »oUcn wir bemerfen, bag bie tjor^^ergel^enben ®tei* 
dj^ungen and) jlött finben, wenn man ben beweglicben ©d^wer^ 
pnntt be§ @t?jleme§ jum ÄnfangSpunfte nimmt. 55enn wenn 4/ 
1?/ ^ bie üerdnberlic^en Äoorbinaten biefeS @d)werpMnfte§ unb x, 
y, z bie auf biefen beweglichen ?(nfangöpunft belogenen ^oorbi^ 
naten bejeidS^nen; fo braudj^t man für bie t)orl)ergeijenben Äoorbi^ 
naten nur x + i,, y + n, 2 + 4 ju feigen, unb ju bemerfen, baf 
man, ba ber &ö)Xoztp\xntt ber 2Cnfangöpunf t ber neuen Äoorbina« 
ten X, y, z ijl, jeben 3Cugenblicf \}Cit: 

2ILr=0, 2ny = 0, 2nz = 0, 

tmb fotglidj), wenn man in S5ejiel()ung auf bie 3cit bifferenjirt: 

(B) znJ=o,En^=o,2:ni=o. 

©a aber ber @c^wer^)unft auc^ ber ©ciS)weri)unft be§ ©^fteme« 
bleibt, wd^renb t^ f\^ wie ein fefter Ä6rper bewegt; fo fann 
man aucb fe^en: 

(C) sn •'^ ^0, sn ^ =o, sn^' = o. 

of a( Ol 

«enicffic^tigt man bie ©leidfiungen (B) unb (C), fo be^^alten bte 
®leic^ungen (A), weld)e bie mittlere Bewegung auSbrutfen, nadSi* 
bem man barin ^+§,y + »?,z + ^ refp. für x, y,z gefefet l^at, 
gans biefelbe ^orm^ unb man !ann bal^er annel()men, ba^ fte ^x6) 
auf (Ebenen h^k\)zn, weld[)e unt)erdnberlici()e 9lidj)tungen htls^alUn, 
unb ben ©cl^wer<)unft be« ©pjlemeS jum beweglid^en Anfangs« 
|)unfte l)aben. 

Unterfuc^en wir nun einige @igenfd[)aften ber mittleren 9los 
tationöbewegung, wie jte burdS) bie ®lei^ungen (A) in S5ejiel^ung 
auf be» ^eweglicl[^en @d[)werpunft afö 2lnfanaSpunft befKmmt 
wirb, inbem wir unfere obige «^ppotl)efe in SSejie^ung auf bie 
©di^wingungen ber SRolefule beibel^alten, b. % wieber annelS)men, 
baß ficb bie gegenfeitigen Entfernungen ber 9Rolefule nur fet)r 
wenig dnbern fonnen, fo baß man annelf)men fann, baß biefe SfRo« 
lefule jeben Äugenblicf feljir wenig t)on ben gagen entfernt ftnb, 
weld^e {te in einem t)ol{tommen fejten ^6rper l^aben würben, wor- 
in folglid(^ feine ©d^wingungen ^att ftnben. 
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& feien Xi, yi, zi bte ftnstrten Xeorbtnaten bet i^t^tn, 
loeUf^e bte SDJoIefuIe in einem t>oUtommen fejfen Mx^tt l^aben 
mürben ; fo t^ (eidt^t ein)ufel[^en , bafi man für ieben TCugenblttf 
nal^eju fefeen fann: 

(D, |m(,^-.^)=^n(„^-.,*f), 

benn bie erjtcn unb jweiten Sl^eife biefer ®teid()un9en fonncn 
bwrc^ ®r6flen p, q, r,pi, q^, Vi ouögebriicft »erben, welt^^e jeben 
3Cugenblttf bie Sage ber augenbü'cfUc^en StotattonSare be6 feßen 
©Oflemeö unb bie SSäinfetgeTOwinbigfeit um biefc Xre befiimmen/ 
wie im §. 28 gejeigt ijl. ^an \^ai ba^er: 

— =ra;-pz, 

— =^py — qx, 

fo baß bie frfibern ®Iei(i)un8en (D) in brei ©letd^ungen t)on ^oU 
genber gorm übergeben: 

r (Slla:^ + SILry ) — pSrixz — gSHyz = 

ri(2na:ai +ZUxiyi) —p^ZILx.Zi —qZUyiZi. 

J)a,öber bie Summen Sllari*, 2IIr,yi, etc. nac^ ber SSorau«* 
fefeung nabeju ben ©ummen ZUa*, ZUxy, etc. gleich ftnb; fo 
»erben bie obigen ©leid^ungen (D) erfüllt, wenn man i)at: 

P=Pif 9 = 9i/ r=ri. 

AierauS folgt, baß bie mittlere JBewegung, welche nac^) ber 
©efimtion burd^bie in ben erjlen Sb^ilen ber®leicl^ungen (A)t)or' 
f ommenben ®r6ßen p, q, r bejümmt wirb, nabeju bie äBewegung 
beS fejlenÄ6rperö ift, beffen 9»o(efuIe ftdb w^nig toon ben fd^win- 
genben SKolefulen entfernen, unb beffen JRotation jeben 5Cugenbli(f 
burcb bie ®r6fen pi =p, q^=q, ri=r beftimmt wirb. 

Äuferbem fann man beweifen, baß biefeJBewegung beö fejlen 
Äir^jerÄ, beffen SWotefule bie ^oorbinaten Xi, yi,Zi l^aben, bie* 

Digitized by VJW^^V IV^ 



— 90 - 

itttige ift; rotUht tt uitter ber aSeintaen SBirfutig bet äußern auf 
ba^ fd()H>in9enbe@i)ftcm wirf enben Ärafte anmf)men mürbe. 3)enn 
DermJge ber obigen ©teidj^ungen (D) Dertvanbetn ftc(^ bie ©iet^ 
dt^ungen (A), wetd^e bie mittlere äSewegung beflimmen, in fot 
genbe : 

/zn(x/^_„^.)=^"(4^'l)' 

Differenjirt man mm biefe ©leidS^ungen in S5eji€t)un9 auf bit 
Seit auf bie \)oUjlinbigjle SBeife in beiben SEbeiten, bamit bie 
Ableitungen einanber gteidb njerben, unb bemerft, baß, ba xu y\, 
xi bemfetben fejlen Ä6r^)«r entfpredben/ rfm^j baffelbe ijt, tüte dxif 
»eil a?! nur für benfelben fejien Äorper »ariiren fann; fo erhalt 
man: 

( ^11 (*« -5?~^' 5jr) = ^n (z - - x^j^-) . 

SBir »ollen nun baS ?)rincip t)on b'Xlembert unb baö 
ber virtuellen ©efd^minbigfeiten anwenben , \xm gewiffe (Sleicfeun- 
gen für bie S5e»eaung in bem f($wingenben @t>jteme ju erbalten, 
unb f6t bie »irtueuen Serrüdfungen bie nehmen , »ela)e fE^ aus 
ber Xnnabme ergeben, baß ba§ ©pfiem ber a)?oIe!ule einen fejien 
JC&rper bi(b<t ; fo b^b«n »ir für bie 9totationdbe»egttngen biefed 
@9jlfme§ um bie brei burdf) ben @c^>w«t|>unft gebenben Äoorbi« 
natenajren bie ©leidbungen: 

i2^n (ar gf_y5)=2(:rY-yZ), 

»0 bie in ben weiten Sbeilen »orlommenben Ärdfte X, Y, Z 
olftn bon ben at^ern SSirlungen betrübten; benn bie !Romente 
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»on ber gcrm «Y— yX ffnb für bit gegenfeittjen dinwirfimgen 
jtpeter SRoIefwle beffelben ©pjlemeS 9luB. 

7iü$ ber iSerglttc^ung ber vorl^eri^el^enben ©leic^ungen (F) 
unb (G) ergibt ftc^: 

2n (*i ^ -y, ^) =2(;ty-yX), 

(H) ]sn(y.gl -z.^)=£(,Z-zY). 

®a aber t>ie Äoorbinatcn x, y, z ber fdS^wiugenben 3ÄoIefu(e 
fe^r wenig t?on ari , yy, z^ »erfd^ieben ffnb / fo fann man in ben 
jweiten %\)txUn biefer teilten ©letc^ungen xi, y^, zx fiir x, y, z 
feigen/ woburd^ man erl^dlt: 

Diefe ©letc^ungen bejiet^en fic^ nun auf ein einjfgeö fefled 
©9Jiem unb beflimmen bie ^Bewegung beffelben, wenn bto« bie 
aufern Ätafte X, Y, Z, etc. barauf wtrfen. t>ie mittlere »0^ 
tationöbewegunfl/ welcbe wir in bem golgenben anwenben werben/ 
ift alfo bie eine§ feften ^6rperö obne @d)win0un3en ber SDloIe« 
fule, worauf biefetbcn dupern Ärdfte wirfen, wie auf baö fcbwin^ 
genbe ©pjlem, unb biefe leiste ^Bewegung ift folglicb bie, weJcbe 
in ber 9)rariö angew^nbt wirb, wenn man auf bie ©cbwtngun« 
gen ber SRolefuIe feine 9lficfftd)t nimmt. 

SBir wotten nun eine (Sigenfdf^aft ber mittlem 9lotat{on6be» 
wegung er6rtern/ weld^e ei^entlicb nur eine unmittelbare gotge« 
rung au§ tbrer ©efinition tjl; aber ben SJortbeit gewdbtt/ baß 
fte jid& unter einer Sorm barbietet , weldj^e für ben ©ebrauc^ \>cn 
Vtn%en ijf, ben wir balb t>on Äoorbinatenebenen mad^en werben, 
welche iid) mit biefer mittlem 9lotationöbewegung um ben@d)wer5 
punft be§ @9fteme« breben. 

2)ie ®let4^unaen (A), welche bte mittlere ^Rmüntma bejKm« 
men, f innen auf foljenbe gorm gebracht werb-* 
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^°K?-x)-KI-^')]=''' 

drX dry dfZ 

SBenn man biirc^ -^ , -j^., "^bt^ rc(attt)en ©cfc^winbig- 

feiten ber SJloIefuIc in SSejicJjitng auf Äoorbinaten^benen bejeid^- 
net, bie mit einem bie mittlere ©cwegung I;abenben Körper fort^ 
xiiätx{\ fo ijl ftar, baß bie ben ©d^wingungen entfpredbenben 

Am du dz 

»irWic^en ©efc^winbigfeiten, nam(id) -j^, -jt' Tt ^^^ 9iefu(tan- 
ten aus ben ©efd&winbigfeiten -^ / -^ f IT ""^ ^"^ ^^^ ^^^^' 

drX drV drZ 

tmn ©efc^^winbigf eiten ^ / -^ , -^ ffnb. 9Jian \)at alfo : 

dx dmX , dj-a? r / /• 

^ ^ \^ 

di~ di "i il< 

rf« dmZ ^^ dfZ 

Tt~lü"^'dr 

VLn\> bte iDorl()(rgel()enben ©teidbungen (1) {6nnen alfo auf folgenbe 
gotm gebradS^t werben: 

6S feien a:', y', z' bie Äoorbinaten ber fcbwingenben SWolelute in 
S3egiel()ung auf ^oorbinatenebeneu/ xodi^t bie mittlere fi3en)egung 
iS^aben unb immer burc^ ben beweglid^en ©dbwerpunft beS ©pflc- 
me§ gel()en/ unb a, b, cr^ a', V, c'\ a", h", &' feien bie Äofi- 
nuö ber SBinfel/ welche bie beweglichen Äjren ber x*, y', z' refp. 
mit ben feften %xzn ber x, y, z bilben; fo l()at man na&j ber 
SEI^eoric ber |)r0ieltionen : 



dx 


dmx 


drX 


dt 


dt 


— rfT ' 


dy 
dt 


dmy 
dt 


— IT' 


di 


dmZ 


drZ 


dt' 


dt 


■" dt 
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2)ifferenjirt man biefe ©Icidjjungen unter bct SSorauSfefeung, bafi 
bic SKoIefule nur relative ®efcl^n>inbigfeitcn in SBcjic^ung auf bie 
aK fefi betracj)teren beweglicfcen ^oorbinatcnebenen ()aben, fo finb 
x"^ y% 2f allein in ben jweiten SEIf^eilen »eranberlidS^, unb man et* 

drx= adx^^bdy^-j- cdz', 
dry = a^dx^^ Vdy' + ddz', 
drZ = a'^dx" + b''dy'+ &'dz'. 

©ubjKtuitt man biefe SBertl^e in bie ©leidS^ungen (J)/ fo befommt 
man bie ©leic^ungen: 

(aV — ba')ZIl{x'dy'—y'dx') + {b& — cb')'Ln(y'dz'—z'dy') 
+ {ca' — ad) Sn (Tfdx* —x'dz') = 0, 

(o'fc" — Va") Sn (ar'dy — y'dx')-\-(Jb'd'—&b'') XH (y'd«'— z'dy') 
+ (c'a" — a'&') Sn (z'rfo:' -f-or'dtO = , 

{af'b —b"a) ^nQ)c'dy'—y'dx') + iJ)*'c—d'b)ZIl{3i'dz'—z'dy') 
+ {&'a — a"c) Sn (z'rfa:' — x'dzf) = , 

xocld)e geben: 

ISn (ar'dy — ?/cte') = 0, 
Sn (y'dz' — z'dy') = 0, 
Sn (z'd.a;' — or'dzO = 0. 

SBenn man 9>olar!oorbinaten in ben Äoorbinatenebenen, j. S5. in 
ber Sbene ber x^y' anwenbet^ unb baf)er fe^t: 

fo finbet man leic^^t: 

dt ^ dt dt 



Aber ir^d^ ijl ba§ 2)iffereniial ber gldd)e, weldje ber t)om 
ÄttfangS^junftc nadS^ bem 9>unfte (x", v', zO gel^enbe SlabiuS* 
t)eftor befc^reibt/ unb bie @leicl[)ungen (K) brttcfen alfo folgenben 
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@afe auS: SBenn man ble f^win^enien SSewegunaen 
ber?Kotefule aufÄoorbUatenebenen bcjtcl()t, welche 
mit bem @9Jlemc fortrücfcit^ unb um ben jum bc* 
n)eglic^en3fnfön9§<>unfte genommenen @df)wcrpunft 
bietoonun^ fo genannte mittlere SVotattotidbetoegung 
l^aben; fo ftnb bte ©ummen ber ?)robu!te au§ ben 
SRaffen ber ?IKoIefule unb au§ ben ©iffeteniialen 
ber glÄd^en. wetdfje bie ?>rojeftienen ber t>on bem 
@dbwer))un(te nac^ allen ü)lolefulen bed ®9fleme$ 
9ejogenen9iabtent)e!toren auf ben beweglic^enÄoer^ 
binatebenen bei ber relatitjen SSewegung befc^^rei- 
ben, beftdnbig gleich SRuII. 

©piter werben wir un* biefe^ ©«fee*/ b. 1^. ber ©leid^ungen 
(K), worin berfelbe enthalten \\t, jum öeweife anberer widE^tige* 
rer ©ol^e bebienen. 

§. 48. . Gl)e wir ba« 9)rincip ber ÜRitt^^eilung ober Uebertra« 
gung ber Arbeit für ein ©pflem fcbwingenber SRotelule aufhellen, 
müft^n wir einen ©afe über bie S3eflimmung ber tebenbigen Äraft 
in einem fold)en @t)fleme beweifen. ©6 feien x', y', z' wieber 
bie ^orbinaten eine^ beliebigen SKolefule^ in S3e)iebung auf 
ebenen, wetd)e burcl() ben ©d)wer>)un!t beö Ä6r})erS gel}en, unb 
ft^ mit ber mittlem SBewegung bewegen, ferner x, y, z bie Äo* 
orbinaten beffelben 9Role!ule§ in fi3ejiel)ung auf brei fefle gbenen 
unb 5, n, 4 bie Äoorbinaten beö @d)werpunfte§ in S5ejielS)ung auf 
blefe fefien ebenen; fo t)at man, wenn a, b, c; a\ V, c; a", 
6", c" i^re \x)x\jtxt ä5ebeutung bel^alten: 

ar = oo:' + fey + cz' 4- ?/ 
y = a*3cf 4" ft'y' 4" c'z' + ^ , 
z =a'V + 6'y + c/V+ ^. 

Serner wollen wir mit dm, bie 5)ifferenjiale für bie mittlere 
SBcwequng, b. b. wenn jtd) nur bie Jtofinuö a, b, c; «', 6', c'; 
a", 6'^ c'' anbern, unb mit dr bie ©ifferenjiale bejeid^nen, wenn 
fid) hM bie Äoorbinaten a*', y', z' inbern, b. \). wenn jid^ bie 
yjjolefule bloö mit il)ren relatioen (Sefcbwinbigfeiten in SSejie^ung 
auf bie beweglid&cn ebenen bewegen : fo ^aUn wir nad) ber a;()eo- 
rie ber ^rojettionen : 

dx = dm^ + drX + d^, 
dy = dmy + dry + d»?/ 

dz = dmZ 4" ^rS + d^» 

Um ben TCu&brucf • ter Summe ber lebenbigen Gräfte )U trän«« 
formiren, muf man biefe SBertl^e in bie ©leid^ung : 



Digitized 



by Google 



— 9S — 

fubflitutrcn. Hbtx jba d^ + d^ bie Seranbentng ber Gntfer^ 
nimg bed ^olduU^ t>on bem Oeiotcbtc p ^on einer ju ber Gbene 
ber yz parallelen unb burcb ben @(^n>erpunft be$ ^orperd ge^en« 
ben Sbene auSbrüctt, fo tfl bie Summe Zp(ftMx4;iM) oerrnftg^ 
ber ^igenfc^aften be$ @(|^n>er))unfte6 gleich SluK/ bie ©lieber: 

|i(rfm ar+rfrx) rfj- p{dmy+dr!f)dri ^ p(dmZ+dr%)d^ 

2S — ;^^i , 2S ;jj5 , 2Z , 

welche in bem 2Cu&bru(te ber (ebenbigen Jtraft nac^ ber entoabnten 
@ub{lttunon ))orfommen mußten/ ftnb folglich aiu^ 92ull/ unb ti 
bleibt blo$ : 

I rkx> P rdm3ßdrX'\-dmy(it9+änaär2r\ 

+ 22 2- L Ä5 ^J • 

9{un ^at man aber: 

d^oc = x'da 4" y^<^fr + z'dc, 
d„y = a/da' + fdb' + z'd&, 
dniz = x'dc^'+ y'db" + z'dc/', 

unb: 

d^ = a<fa' + My + cdxf, 
dry= a'dx'+ b'dy'+ dd^, 
drz = a"dx' + b"dy' + d'djf. 

©k ®rif«n c, 6/ c; a' ft* c'; a"/ 6", c" ftnb aber wx^ butr4> 
blfr 9i«lattDnen : 
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bc+ b'&+ b"c" = 0, ^ 
ca+c'o' + c"o"=0 

mit etnanbet verbunbeti/ toorauö folgt: 

ada + a'da* + a"da^' = , 
bdb + b'db' + b"db" = , 

cdc + &dC+ &'dc"=0, 
unt»: 

adb +a'db' + a"db" — — Qtda-^-Vda' + 6'Wa")/ 
6dc + 6'dc' + 6"dc" = — {cdb + c^dfi' + c"d6")/ 
cda +&da'+&'da" — — (ade +a'd& + a"d&')- 

85erürfft4)tiat man biefc SJelationen unb fubftttutrt bie SBertbe 
von dmX, flLjr, dLz/ drX/ djjf, drz in ba$ leiste ©lieb be§ 3Cu$« 
brucfe§ ber tebenbigcn Äraft, worin bie bret 9)robufte d„pcd,x, 
dmydry, dmzdrZ t)orfommen; fo rebucirt ft4) btefeS ©lieb auf: 

2(od6 + a'd6' + a"db")I. J (y'da:'— ar'dy'), 

+2(6dc+ 6'dc' +6"dc") 2 ^ (z'dy' - y'dzT), 

+ 2 (cda + c'da'+ c"da") S ^ (ar'ds' — z'da/). 

3Cber »ermJge ber gigenfdjaft ber mittlem SSewegung f)at man 
naü) §.47: 

2p.(yda:'— a/dy')=0/ ^{z'dy' —y'dz')=0, 
I.V{x'dz'—z'dx') = (i. 

Solglic^ ifi ba§ lefete ©lieb beS 2Cu«brudEe8 ber lebenbigen Äraft 
gleid^ 9lull, unb man l()at blo§ : 
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©iefe ©Icidf^ung brücft folgenben merfwörbigen 8cl^rföfe öui: 
btc ©urnmc bcr lebenbtgen Ärafte eincS iSpjiemd 
beliebig erfd)utterter 9Rolefule Idßt fidf) in brei 
SEl^eile jerliöen: 1) in bie leb enbige Äraft, weldj^e 
fammtlid^e ÜÄolefuIe Ijjaben würben, wenn fie in ben 
gemeinfd()aftli4)en ®dS)weri)un!t tjerlegt würben; 
2) in bie ©umrne ber lebenbigen Sitäfte, welche 
biefe SBoIefule \)abtn würben, wenn fie bei ibrer gc^ 
genfeitigen Xnorbnung einen feftenÄ6rper bitbeten, 
weldf^er um ben gemeinfd^aftlic^en ©cbwcrpunft bie 
mittlere SSewegung Ijjdtte, unb 3) in bie Summe ber 
tebenbigen Ärdfte, weldj^e biefelben 9Rolefule »er^ 
tnJge ber relativen ®efd()winbigleiten in JBejie* 
^ung auf ^oorbinatenebenen jj^aoen würben, weld^e 
biefe mittlere JRotationäbewegung b^ben. 

SBir wollen ber .Äürje wegen in bcm golgenben bie beiben 
erflen ber angefu()rten Zf)tiU ber ©umme ber lebenbigen Gräfte 
jufammenfaffen , unb unter ber mittlem ^Bewegung ebne wei- 
tem 3ufa^ ben Snbegriff ber beiben erjlen ^Bewegungen \>erfteben, 
für weldS)e bie lebenbige Äraft folglidS) au^ ben beiben erjien ber 
angefül()rten Z\)^iU be|telS)t. 

§. 49. äBir wollen nun bie ®teid)ung ber lebenbigen Gräfte 
für ein @9(lem üon SKolefulen betraebten, weld^e gegenfeitige gin* 
wirfungen auf einanber ausüben, unb einen ^6r^er btlben, worin 
beliebig fdS)nelle @rfd()ütterungen ober ©cbwingungen ftatt ftnben 
ffinnen. <SS bejeicbne R bie gegenfeitige einwirfung jwifcben jwei 
benad^barten ÜRolefulen, unb r beren gegenfeitige ßntfernung; fo 
ijl bie t>on allen 9Rotefularwtrfungen l^errül^renbe 2Crbeit eine 
©umme »on ©liebern t>on ber gorm : 

welche ftc(), wie wir gefeiten baben, auf SRuU rebucirt, wenn bie 
SKolefule nid)t erfd[)üttert werben-, aber in bem gegenwartigen 
galle iji biefe ©umme nid)t bloä nic|>t SRuU, fonbern jie fann fo^ 
gar fel&r betrad)tlid^ werben. ®leid)Wot)l fann man, wie wir ge^ 
feben traben, ben Snbegriff aller fold)er ©lieber binweglaffen, baS 
U'i^t, man braudjt bie 5Bibration6gefd)winbigfeiten ber SRolcfule 
ni(i)t in fRiä)nmQ ju bringen, obgleid) fie fel^r mextüö^ fein 
fonnen. 

& bejeicl)ne, wie gew6l^nlidS) , P eine ber auf gewiffe ober 
auf alle 9){olefule wirfenben iußern JBewegung^frdfte unb P' eine 
ber du^ern SBiberftanb^frafte \ fo erl(|dlt man, wenn man für iebeS 
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SRoIefuI bte ®Ut(&ung be? UUniiiin Jtr&fte bilbet/ unb aUe biefe 
©Utc^nngen )ufammenabbttt: 

(Q) X g! ^ 2^0 ^ ^j.^^ _ j.^,^ ^ 2/Rdr. 

66 feien t?m unb i^r bte @ef((>n>inbtgfetten eine« beliebigen 
SRolefuIe^ bei ber mittlem unb bei bet telatiioen fSewegung/ tvenn 
baffelbe auf Ebenen belogen n)irb/ tvelc^e bie mittlere jBetDcaung 
baben/ unb V bejeict^ne bie ®efdi)n)inbigffit beS @diyn>er))unf ted ; 
fo b<xt man nad^ bem \v\ t)o?l^erge()enben § beti>iefenen @ate: 

SSenn bie reUtioe S3en)egung nid^t fiatt fänbt^ fo l^itte man blo< ; 

unb ber erfle %i^t\X bfefer ®leid()ung brudte atöbann bie @ttmme 
ber lebenbigen ^t&fte bei bet mittlem i^ollftdnbigen ober 
Sotalben>egung auö/i b. I(). toenn man fon^olj^l bie fottfdi^ret« 
tenbe, wie bie brebenbe SSewegung in 85etrad(>t giel^t. jBejei^net 
man folalidj) »uit v '« bie ©efd^njinbigfeit eineö SBolefule^ in bie« 
fer mittlem Sotalbevpegung/ fo fann xaaxi bie ©leid^ung (R) auf 
folgenbe gorm bringen: 

^ 27-^ir+^ir' 

morin man, menn man mU, ben ^(ccent lt)inn^gla{Ten fann/ mo 
ftd) atöbann i^m auf bie mittlere Xotalbewegung betiel^t. Die 
®leici)ung (Q) fann alfo auf folgenbe gorm gebrad^t merben : 

(S) 2:2^-S?^+2??^^22j2. 
2^^ ?^ * 2^ 2sf 

aaSenn wir auf bie ®leid[)ung ber lebenbigen Ärifte bei bet 
relatit>en »ewegung (§. 30) jurüd^l^en, mit dts ben t>on timm 
SRolef ule in biefer relatit>en SSewegung befd^riebenen unenbli(|^ f let« 
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Ren JBostn unb mitP« bie nad^ biefem JBogen gertdf^teteJtom^o« 
nente ber Straft heiticl^mn, tozld)e biefem SRoUfuIe bie JBewegung 
frtl^et(en {6nnte/ wdä)t baffetbe Ij^aben würbe / wenn e< mit ben 
bie mittlere SBewegttng l(iabenben 3(]ren auf eine unt^etinberli^^e 
SSetfe feft oerbunben wire; fo l^ben n>ir: 

©ul^fHtuirtn »ir ben SBertl^ be$ erjlen ÄMlrt biefer ®lei« 
dl^ungCT) in bie t)or^erge^enbe (^kt^ung (S) unb fe^n d^s+drs 
für cb/ fo fontmt: 

(ü) S?^-S^o = S/Pd,.-S/Pd„.+ 2/P«rfr^ 

2(u$ biefer (^i^^rnng firtb atfo bie t)i>ii ben 3)to(efu(am)ir' 
fungen Ijjerru^renben ©lieber 2/Kdr unb We t)on ben relatitoen 
®ef(bn)inbig(etten l^erräl^renben t)erf4)n)ttnben/ fo bafi man folgen^ 
ben 8elS)rfafe ^at: 

2fuf ein ©Aftern »on SRolefulen, »eld^e mit be^^ 
Itebig großen telatiüen ©efc^wirtbigfeften erfd^ut« 
tert werben, fann man ba§ 9)rtncij? ber lebenbigen 
Jtrdfte ober ba§ ber ttebertraguncf ber Arbeit an« 
menben, wenn man hloü bie mittUre SSewegung in 
85etradS)t i\ef)t, o\)nt webcr auf bie relatitjen ®e=f 
fd^winbigfeiten ber ?Dtole!ule, nod{) auf xf)xe gegen- 
feitigen ©inwirfungen SRüdffid^t ju nel^men, ob^ 
glei^ biefe Jtrifte tn Solge ber Örfd(>ütterungen 
Ui)x merflid^e £luantititen Arbeit bewirfen f 6nnen, 
unb man braucht ju ben »on ben dufiern Gräften l[)ep 
rul^renben £lu<intitaten Zti^tit nur bie l^iniu^nfh 
gen, weld^e \)exx&\)xtn würben: 1) t)on fingirten 
Ärdften, biejebem aU frei betrad^ teten ÜRolef ule 
bie mittlere »ewegirng ertbetle« f6nnten, unb 
2) t)on ben relativen SSerrudfungen ber SKolefule in 
93e)iel^uttg $^uf bie bie mittlere ^«meguttg l^abenben 
^oorbinatenebenen. 

§. 50. SStr wolen mm geigen, b«f, wenn bie 9tolefule nur 
wenig erf(f)uttert werben, f« baf ftdl^ bie auf bie ganje Xu^bel^ 
nung bed Ä5r<jer6 ertretfenben 3ntegrale nid^t merfttdj) inbern, 
ber bmjd^ X/PmdrS au^gebrürfte ai)eil ber 2frbrit, weldf)er bie 
.ftrvreCHon ondbrMt, bie man anbringen mufi, um von bem ^alle, 
wo bie aßolef ule nid^t erfd^fittert werben, ju bem über jugel)en/ wp 
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fie erf4>fittert werben / t^ernödt^Iifflgt werben fann, «nb man folg* 
litl9 bte ®lei4^ung ber (ebenbigen ^rdfte, ober baö ^xinüp ber 
Uebertragung ber 3(rbeit für bie mittlere fi3ewegung anwenben 
fann/ wie eö aucb bei ben Xnwenbungen aef(t|iebt/ oI)ne ba^ bte 
fd^^wtngenben S3ewegungen ber 9RoIe(u(e unb bte bat>on Ij^errii^ren'' 
ben Sßirfungen einen mertltd^en @influfi auf bte SiedE^nung ^aben 
f6nnen. 

g« feien X«,/ Y«, Z« bie redfjtwinfligen Äom^onenten ber 
£raft/ beren nadb d^ gerid^tete <ftom))onente P«, ift; fo l^at man: 



folglidl^ : 



X^di''=- (x'tPa + y'd*b + zfd'c), 



2)ie $ro)eftionen loon d^« auf biefelben feflen %xtn ftnb: 

a(ir'+ 6dy'+ cdz', 
a'cte'+A'dy'+c'dz', 

unb ba ba8 2frbeit8element Pmd,« bieSuoime ber fom})onirenben 
Xrbeit$e(emente ift; fo fommt: 

+ - (a:'cPa'+y'*6'+2'€pcO(a'(to'+6'dy'+c'dzO 

Serrid(^tet man bte SRuItipItfationen unb bilbet bte @umme ber 
dl[)nlicben ©leidj^ungen fir alle STOolefule beS bewegten Ä6r})er*; 
fo erl&dlt man, wenn man bie galtoreu/ weldj^e nicbt t>on ben rc* 
latit)en Äoorbinaten xf, y\ z' abfangen unb für alle §)uttfte brt' 
£6r:perg biefelben bleiben, au$ bem Summenjeidj^en S l^eraui^ 
fe<}t: 
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rPm drSdP= {adPa + afd^a' + o"<Pa'0 2 - x'dx' 
+ (6rf»a + ft'd»a' + ft"«ro'0 Z ^ x'dy' 
+ (cd»a + cfdPaf + c"d»o") 2 - a^dzf 
+ (orf»i + a'rf»6' + af'd^b") 2 - y/«fa/ 
(V) ( + (fcd'ft + b'ä^b' + 6"cPA") 2 - y dy' 

+ (ctPft + c'rf' 6' + c"d»6'0 2 - y'rfz' 
+ (od»c + c^d*& + o"<f c") 2 - xfdx' 
4- 6rf»c + h'ä^& + J"«?«?") 2^z'dy' 
+ icd^c + c'<Pc' + c"dVO 2 - t'dif. 

3ur Seretnfad^ttng tiefet SSSettl^e/ wollen wir unS erinnern, ba0: 
ada+ o'da'+ o"da"=0/ 

cdc-\'&d& + c"<fc" =0, 

folgli^t 

«mPo + afd^af + o"«Pa" = — (do» + do« + da/'*> , 
hiPh + 6'd»6' + 6"d*ft" = — (dA» + d6'* + d6'^») , 
cd»c + c'd*c' + c"d*c" = - (ß.c^ + de'» + äxi"^ 

tfl, unb ber itärje wegen feigen: 

ftda + Vdal + 6"do" = Ad« = — (ad6 + a/^ + o"d6") , 
cdh + c'dfr' + c"d6" =Mt=— (6dc + 6'dc' + V'dd') , 
ade + o'dc' + a"dc" =ldt=— (cdo + &da' -f c"do'0 ; 

fo ergießt ^i) burc^ )Dif eren}irung : 
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bd'a + fePu' + f/'d*af' —dkdt - dibda + dX/da! +dft"do'0/ 
cffb 4- cfd?hf + c"rP6" = djfcdt - {dcdb -\-d&db' + dc"d6'0 , 
ad:'e + o'(Pc' + a"d»c" =^dldt^ (dade + dafd& + d«f'd&0 , 
ad^b + a'd^y + o"rf»6" = - dAdt — {daOh + do'd6' + da"dh'% 
bd^c + b'd*& + b"d^c" = — dkdt — (dbdc^-db'd& 4* db"d&0, 
cd'a + c'd'a' + H'^ol' ^-^ dldt-^ («fcda + dx^dol + d&'daf'y 

%ii^xen mir biefe SBertl()e in bie ®(ei(l|>ung (V) ein, fo (ommt: 

-- (de» + «io« + de"' 2 ^ z'ifa' 
(^) ( — (d6dc+d6'«fc'4-d6"dc")S^'tfa'+z'dy) 

+dAdts2. (a/dy'-y'tfcr') 
+ (tt(fts£-(y'cfa'-2'dyO 

unb wnut wir bie @umme £P«dr« auf alle ÜRoIefuIe be< it6r* 
per« erfherfen; fo l^oben wir, ba p(^ bie Äoorbfnaten 3f, f, if 
auf bie bie mittlere SSewegung ^abenben Sbenen bejiei^en: 

S ^{^z'dsf — Tfdif)^^, 

Digitized by VjOOQ IC , 



- 108 - 

fo bdfi bie brei testen ©lieber aM bem t)or^ergel(^enben XudbrudTe 
wtfdt^wmben, unb man fann ta\)ix fe|en: 

-[©■+(f)'+©']H^<.-> 

-[e)"+(fy+(fy]^^''(^ 

Die ju beflimmenbe Äorreftion ijl folglicb: 

>^-/[Q'+(^)'+C0]-'r 

. f /dadb+da'db*+da'*db'*\ px'y' 

"V V s;^ ^/"^^"sT 

~v V d? y'^^ir 

^a ftd() bte SRolefule nad) ber SSorau^fel^una in 33e)te()ung 
auf bie gbenen, totld^t bic mittlere äSeweaung Ij^aben, wenig auS 
ibren utftjrunglidf^en Kagen entfernen, fo anbern ftc^ bie bifferen* 
bitten SSummen £ ma^renb ber ^Bewegung fei)r wenig. JBeieid^'' 
nen wir alfo eine biefer @ummen mit A unb ben mit ber 3eit 
t)eranberlic|>en Äoefjtcienten unter bem 3ntegraI§eiclE)en f mit P, 
fo finb biefe Sntegrale t)on ber Sorm: 



/ 
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(Si feien tifto bte ®ren)en in IBesie()ung auf bie Seit/ unbPfÄ«/ 
PiAi bie SBertI)e ber®r6ße PA für bie (Srenjen be« Sntegrole«, 
fo ^at man, wenn man tl()eitoeife integrirt: 

J)a ftd^ P Petig dnbert, fo lann man baö Sntegral immer in eine 
enblic^e unb jn>ar jiemlidS) Weine Änjal^l t)on Steilen jerle^en, 
für welche dP baö Seichen nicbt dnbert. S5ejeidf)net alfo Ä' einen 
mittlem SBertJ) üon A für baS 3ntert)aU »on U W6 <i , fo l^at 
man, ba P baö 3eicK)en nid)t änbert: 



/ 



J'ArfP=A'(Px~Po); 



aber ba A eine ®xh^e ift, totld^t fid) nic^t xmxfiid) ^nbert, n>eil 
jtcb bie ^oUtult naä) ber SSorau^fel^ung nur fel()r wenig t)on tl^ren 
urfprüngtidS^en Sagen entfernen; fo tann man fefeen: 

Ai=A«4-a, , 
A' = A« + a', 

wo «1 unb a' fel()r fleine @r6ßen ftnb. 
9Ran Ij^at bemnac^: 



/ 



/: 



^^ PdA=Px(A. + a,)-P.A.-(At+aO(Pi-Pi) 
= a,P,~a'(Pi-P,), 

unb ba «i , «' fel^r Heine @r6fien jtnb, fo ift aud) baö Sntegral 
^'' PdA eine fe|yr fleine (Sroße. golglic^ finb bie fed()« Snte* 

grale, wetd^e ben SBertlj) »on ^fPpmdrS bilben, alle für jebe 
I)auer ber SSewegung, »dlj^renb weld^er bie 2)ifperenjiale ber jit^ 
auf bie mittlere ^Bewegung bejief)enben ®r6ßen ba§ Seid^en niä)t 
anbern, feljjr Hein, unb ba man bie 2)auer ber Bewegung xm^ 
mer in eine enbliclS)e Änja^^l fold^er Sntenoatte jerlegen rann ; fo 
folgt, baß bie ©roge 2/ P„d^* \>ernacblifftgt »erben fann, n>enn 
bie SSerrütf ungen ber SÖcolefule gegen bie ebenen, welcbe bie mitU 
lere ©ewegung l^aben, febr Hein ftnb. 6ö finbet alfo in biefer 
SSorauSfefeung folgenber Safe jiatt: 

SBenn bie 9Rolefule eine« fejlen Ä6rper« rela« 
ti^t ®efcbn>inbigf eiten ge^en etnanber bef ommen, 
unb fie entfernen fidf) hei biefen relativen SSewegun* 
gen von ii)xen urf))rünglicl[)en Sagen nur um ®ri^en, 
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»elc^e ge^ea bte S>tmenftenea btS X&rperS ft^x fleia 
finb; fo finbet ba$ 9>rtnci|> ber Oebertraguna ber Ttt^ 
htit ober bie Slei^nn«; ber (ebenbigen drifte ntd^ 
fkatt, menn man nur bte ben mittlern Seioegunseii 
entf)>re<(^enben ®ef<lftiDtnbigfeiten unb bef<(^riebenen 
SBege ta »tttad^t tieH 



fändp ber Uthnttaganq ber Xrbetl f&r eine SelteMoe Slafc^ine mit Siedicf* 
fii^tigiiiig ber 9tetbiiiig. 

§. 51. Setrad^ten loir nun eine beliebige SRafc^^ine/ n>e(c^e 
au0 einer SSerbinbung oon feßen £orpem bejiebt/ bie einanber 
»a^renb ber Semegung berubren. Der oor^erge^enbe Se^rfab^ifi 
auf leben einjetnen 9laf(|^inent^ei( anwenbbar; aber ju ben au- 
^em Araften^ rotl^t in ben Xrbeitö<{uantitaten ZjVd^s t>orIoms 
men muffen, ftnb ne^ bie gegenfcittgen ©nmirfungen )u ^i^Un, 
mehbe bei ber Seru^rung ber Körper smifct^en ben benacbbarten 
aSobfulen entfielen. 2>enn ed ^txWt ^^ mit biefen SBirtungen 
nii^t fO/ mie mit ben smifct^en ben ÜXoIeluIen beffelben £6r)>er$ 
^att ftnbenben; fte t>erf(|^n>inben niö^t au6 ber beftnitioen ®leid^ung 
ber (ebenbigen Ärafte, fonbem eS entfpricl^t jeber Seru^rung unb 
jebem £6rper ein ®Ueb oon ber Sorm: 

melc^eS auc^ burc^ Z/Rd^ auSgebrucft merben fann, wo baS 
Differential dmT nur fo genommen ift, baf fic^ bie SRoIelule beS 
Ä6rperS beweaen. 85ei ber Äbbition ber ©tcid^ungen ber leben* 
bigen Gräfte für bie beiben einanber berul^renben itorper braucht 
man nur bie beiben Differentiale dn^r für bie beiben ^oUlnU, 
xotld)e bie SBirfung R auf einanber ausüben/ jufammen ju abbi^^ 
reu/ unb bie Summe wirb wieber auögebrücft burdt): 

2/Rdmr, 

»0 dmr ^ier baö Sotalbifferenjial ber ßntfernung r jwifc^en ben 
9Rolefulen walj^rcnb ber gleid&jeitigen äSBewegung ber beiben ein=« 
anber berul^renben Mtp^x be)ei(l[)net 

Um ben 3Scxti) ju bejlimmen, welchen biefe^ ©lieb annel^men 
muf, wollen wir bemerfen^ \>a^, \>a iebe SBirfung R eine %\xn^ 
ftion ber gegenfeitioen ßntfernung r ber beiben ÜRotefule ijl, unb 
folglich) benfelben SBertIf) wieber annimmt, wenn r w4l()renb beö 
Sprubergangeg be6 einen 9Role!ule6 t>or bem anbern wieber ben« 
f#lben SBert^ befommt, baS ni(i)t wie bad $Borl^ergel^enbe fär bie 
mittlere ^Bewegung genommene 3ntegral, fonbem ba^ für bie 
wirflic^e ißewegun^/ wobei and) bie @(bwingungen ber ÜRolefule 
in fdtttaö^t gejogen werben, genommene integral fRdr aui jwei 
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XfytiUn befte^t/ mel^e etnanber gletrb ntib loon entgegmgefeltettt 
3etd&en ftnb/ fo bof man fefeen fann: 

fRdr = 0. 

©a aber bic gntfcrnung r eine gunftton ber Äoerbinaten 
ber bttxciä)UUn 9Rolefute beiber Äorper in ©ejicbimg auf bie bie 
mittlere löewegung b<ibenben ©benen unb ber ^ofinuffe ber SBin^ 
fei ijt, welche biefe bewegltdjen @benen mit ben fejlen Ärenbil^ 
ben; fo ift ba§ SCotalbtfferenjial dr bie ©umme ber ^artialbife- 
renjiale dmr, drV, wot^on ba§ eine für bie. mittlere SSemegung/ 
b. b- w^nn fi^ nur bie ermahnten Äoftnuffe dnbern, unb ba§ an^ 
bere fiir bie relatitoe SSewegung, b. b- w«nn man nur bie Äoorbf^^ 
naten ber^ 5!Role!uIe in äSBejiebung auf bie beweglid^en ©benen 
t)ariiren laßt, genommen ift. WIm \)Cii mitl^in: 

dr^dmr + drV, 

«ttb folglich) : 

(So ift atfo: 

2/Rcf^r = — SRdrr. 

©a§ 2)ifferenjial d,r tagt fidf) in jwei Wc^zxU jerlegen, moüon 
fic^ jeber nur auf bie relatitoe S5en>egung ber SRolefule eine§ zin- 
jigen Äorperö bejiel^t. SSejeicbnen wir biefe 3)artiatbifferenjiale 
mit d\r unb d'^r, fo l()aben wir: 

2/Rd^= S/RdV +/RdV/ 

unb folglich); 

2/Rd„r =— S/Rd'^ - ZflUd''^. 

SBir wollen nun jebeö ber ©lieber: 

£/Rd> unb Z/Rd^'^r 

n&ber untetfuc^en, wobei wir aber, ba beibe t>on einerlei Statut 
ftnb, nur ein^ berfelben: 

ZfRd'rT 

in betrad^iten braud^en. 
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2>a8 £Hferenstal dfrr ift in biefem Ttniixnit fo genommen/ 
baf ^6) nur ein« ber beibcn ÜÄolefule bewegt, unb jwar für bie 
re(attt>e fiSeweaung/ n)obei mir bemerfen tvoUen/ ba§ ftcb bad be« 
trad^tete aRoteruI \>ox ber ginwirfuna ber Äraft R unter htm 
einjluffe ber w>n allen benad()barten WloUluUn auSgeiibten SBir* 
fungen im ®(ei(t)jsen>id()te befanb. Siutd) bie jSinwirfung bet 
neuen J^raft R n^irb biefe« ^oUM axi^ feiner ©(eic^gemtd^tstage 
entfernt, aber bie t)on ben benadjbarten SKotefulen beffelben Äor* 
^^erö in golge biefer SSerrücfung auf baffelbe ausgeübten SSirfun- 
gen üreben e« in feine urfpriinglicl^e Sage jwar nicbt bireft, aber 
t>ermoge einer bleibe üon ©c^^wingungen um biefe gage be« ©leic^- 
gen)i(|)te§ jurutf jufäJS^^en. 

f^ür bie reifatit>e unb fcl()n>ingenbe S3en)egung ber inxd) bie 
bei ber JBerubrung jlattfinbenben äBirfungen auf bicfe SBeife »er« 
rucften SRolefuIe rann man ba6 in §. 30 für bie relativen JBewe^ 
gungen aufgejtellte ^rincip ber lebenbigen Gräfte anpenben. ^ie 
wegen ber mittlem ©emegung jebe« ÄorperS einjufül)renben fins 
girten itrafte geben nur eine £luantitdt 2Crbeit/ meldte gegen bie 
Mn ben bei ber geringfien SBerrücfung ber ÜRolefute eine betrdc|>ts 
liebe Sntenfttät erlan^enben gegenfeitigen Sinmirfungen berrü^^ 
renbe ^Quantität 3(rbett ganj unmertli^ i^, unb e« Der^dlt ftd!) 
olfo gerabe fo, wie in bem galle eine§ rubenben Jtorper« , auf 
bejpfen SRolefule an einem SSI^eite ber ÖberflidS^e, ober in einer 
geringen Entfernung t)on berfelben Ärafte R wirfen, weld()e fie 
au« il&rer Sage be« ®lei(|)gewid^teS entfernen 2)urdS) biefe !Ber^ 
tüctungen werben bie gegenfeitigen Sinwirfungen jwif^^en ben 
9Rolefulen beffelben Äorper« geanbert, unb wir wollen mitR' bie 
Kefultante a\x^ ben neuen auf ein 3Roleful wirfenben Ärdften be« 
ui^nen, weld[)e für bie ®leid^gewid[)t6lape be« ^olefuleS 9lull ift. 
|[erner bejeidf^nen ^fUJdr* bie oon biefen neuen Gräften ober 
SBtrfungen ]()errül()renben Quantitäten Arbeit, ü' bie relattt)e ©e« 
fd^winbigfeit irgenb eine« ber betrad()teten SRolefule unb p ba« 
©ewiddt beffelben; fo ^at man nadf) bem ^rinci))e ber lebenbigen 
Ardfte ber relatit>en Bewegungen, unb weil bei bem Beginne ber 
Siirfun^ ber duf ern iCraft R iebe« SRoleful feine relatii^e @e> 
fdS^winbtgfeit l^at: 

ober: 

S>te ben SBirfmigen R^ entf^red^enbe Arbeit tann nur eine ä8i< 
berftanb««rbeitfein, wenn, wie wir wrauöfefeen, bie STOolej^ 
(ule ftd^ loor il^rer SSerrüdfung in ber Sage be« ftabilen @leid(^ge^ 
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xoi6)M befanben, wctdj^c ftc wicber anjuncl^mcn ftreben; benn bie 
j^eroorgcrufenen Stxhfte t)aben nad) ben Äoorbinatena>:en Äpmpo« 
ncnten, tozld)e naö) bicfcn JCyen jitcrjl in einem ber SSerrücfung 
entaegengefefeten Sinne wirfen, weil fonjl fein jlabUe6 ©leidige« 
xoiqt jlatt ^efunben i)atU. 25iefe Komponenten fonnen folglidS) 
nur äuöntltdten SBiberjlanbSarbeit l^ert?orbrinaen , felbjl wenn 
man nacb ber ?)eriobe ber ßntfernung au§ ber ©leidf^gewid^tölage 
eine 5)eriobe ber Shtcffebr betrad^tet; benn wabrenb biefer jefeten 
?)eriobe würbe bodb bie JBewegung^arbeit nid^t großer fein fon* 
nen, aB bie wa()renb ber erjten ^eriobe fjerioorgebradbte SBiber^ 
jlanb^arbeit. 

2)ie ©lieber I^JR'dr' ftnb alfo negatit); folglich bejlel[>t 
bie ®röge S/Rd'rr an^ jn>ei pofititjen a^beilen, ijl alfo immer 
pofitit), unb baffelbe gilt für bie fidf) auf ben jweiten Mxpex be- 
jie^enbe ©roße S/RrfV- 

2)ie t)on ben Sieibungen I'fRdmr l^errübrenbe Arbeit, xodd)c 
^=j'I>f^d\r — I^fVid/'rr ijl, wirb alfo burdb eine negatit)e 
©roge auSgebrüdEt, unb erfdbeint immer atö ein SBerlujl. Snfo^ 
fern alfo bie SBirfung ber 9ieibung barin beftebt, bie 3Rolefule an 
ber SSerübrungöjlelle, unb folglidb fuccefftt>e a\xi} alle übrigen SRo^ 
lefule in fdf)wingenbe ^Bewegungen ju tjerfe^en, muß man eine 
aSBiberjianböarbeit einführen, wenn man nur bie mittlem S3ewe* 
gungen ber beiben einanber berübrenben Korper in SSetrad^t ixt%t, 
b. b- ^^ gebt immer- ein 3;beil ber SSewegungöarbeit burd^ biefe 
©dbwingungen tjerloren, obne baß bie mittlem Bewegungen, weldbe 
xaan allein xxx ber ^rayiö in JRedf^nung bringen muß, t)ortbeilbaft 
toerinbert würben. 

2(u§ bem tjorbin ©efagten folgt: baß baö ?)rinctp ber 
Uebertragung ber3trbeit für eine eine beliebigeSTOas^ 
fdbine bilbenbe aSerbinbung fejler Körper ftatt fin- 
bet, wa6 für @dS)Wingungen in bi efen Körpern audb 
burcb bieäleibungen in benJBerübrungöpunften ent« 
fteb^n mSgeu/ wofern xaan nur bie mittlem fbzxoz^ 
gungen in Stedbnung bringt, unb bie ben 3letbungen 
entfprecbenben Äuantititen SBiberpanb^arbeit in 
93etracbt giebt. 

SBefttmmung ber burd) bte Sfteibung fonfumirten Quantität 2Crbett. 

§. 52. 35ie SSeredbnung biefer Quantitäten 3Crbeit laßt fidb 
burdi) bie folgenben ©etradbtungen febr tjereinfadjjen. J)ie burdb 
bie Reibungen verloren gegangene Arbeit bejlebt au6 ©liebern toon 
ber gorm tjTRdmr, wo £nr bie 3Cenberung ber gegenfeitigen Ent- 
fernung jweier SKolefule bejeid^net, weldj^e jwei Derfdbiebenen KJr* 
pern angeboren unb febr nabe an ber JBerübrungSoberflädbe liegen, 
inbem biefe Äenberung nur für bie mittlem ^Bewegungen genom* 
men ijl. J)iefe ®r6ße, fo toie alle loon ben gegenfeitigen ©in« 
wirtungen b^i^ntbtenbm £luantttdten 2Crbeit, anbem ftc^ nidiit, 
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xotnn man Um @9fleme ber beiben einanber ber&l()renben Sthxptx 
eine gemeinfcböfrtic^e JBewegung tttf)t\lt, wetdS^e bcr mittlem JBe« 
n>egung be$ einen ber beiben Körper ^Uid) unb entgegengefe^t ijl/ 
fo baß biefe ^Bewegung aufgeboben unb ber Äorper in ben 3u« 
flönb ber JRube t>erfe6t wirb. £)ic SSerecbnung ^ ber ©lieber 
Z/Rdmr wirb otöbann febr erleicbtert, weil mon bie Xenberung 
d^r nur für bie SSeweguna e i n e § Ä6rper§ ju betracbten \)at 
3ur aSereinfacbung biefer fllecbnung »oHen wir bcmerfen, boß 
manfPdmS für jRdmr fefeen f ann, wo dm« ber SÖeg ijl/ welchen 
ein SRoleful be§ beweglicben J£6rperö, ouf welcbeö t)on einem anbem 
9Rolefule beö benachbarten unbeweglicb geworbenen Ä6rper6 eine 
SSBirfung R ausgeübt wirb, mit ber mittlem ^Bewegung befdbreibt/ 
unb wo P bie .Homüonente ber Äraft R in bem Sinne be6 SBe« 
geS dmS ijl. @ebr nabe an ber S3erubntngöoberflacbe ftnb aber 
bie ©efcbwinbigfeiten ber mittlem SSewegung ber bewegUdben Äör^ 
per an ber SSerübrungßoberflacbe tangent; benn felbjl bann, wenn 
au^er ber gleitenben JBewegung nocb eine jweite roUenbe S5ewe- 

Sung jtatt fdnbe/ f6nnte biefe lefetere alö eine bem Ä6rperertbeilte 
lotation^bewegung um eine Tangente an ber jBerübrungö* 
fiac^^e betrachtet werben, unb gdbe auf biefer Slangente nur ®e^ 
fcbwinbigf eiten , welcbe gleicb 5Wull unb in allen benacbbarten 
|)unften be§ JBerübrungSpunfte^ unmer!licb finb, fo baß alfo d^s 
ein in tangentialer JRidjtung an ben äBcrut)rung6fIdcben befcbrie- 
bener SBeg ift. SBenn man bie ©lieber /Pc/m« für alle 9Rote!ule, 
welcbe nabe an ben Serubrung^fldcben fammtlicb gleicbe ©efcbwin« 
bigfeiten b^ben, jufammennimmt; fo ijl d«,« ein gemeinfcbaftlicber 
gaftor, unb bie ®umme I^fPd^s wirb = fdmS^P, woburcb 
bie Guantitdt Arbeit au6gebrödft wirb, welcp.e einer a;otal!raft 
2P entfpricbt, t>k an einem fmgirten ?)unfte angebracht ijl, wel^ 
(ber in ber 3eit dt einen SBeg d^s befcbreibt t>H Äraft XP ift 
bie a^otalreibung für ba§ ©pftem toon ?)unften, welcbe afö biefelbe 
®efcbwinbig!eit b^benb, betracbtet werben, unb d^s brucft bie 
®r6ge auö, um welcbe ber eine Äorper auf bem anbem in ber 
unenblicb fleinen ^eit dt fortgleitet. 2)ie burcb bie JReibung jwi^ 
fcben jwei fKafcbinenbejlanbtbeilen fonfumirte £luantitdt Arbeit 
wirb alfo im Allgemeinen burcb ein Sntegral auSgebrücft, welcbeö 
fid) auf bie :i)auct ber betrad^teten ^Bewegung erjlrecf t, unb beffen 
Clement baeJ ?>robuft au6 berS^otalreibung für alle S5erübrung8s 
^ounfte, welcbe gleicbe unb parallele ©efcbwinbigfeiten \)abm \xni 
au^ bem Sdngenelemente ijl, um welcbeö bcr eine ^6rper auf bem 
anbern binaleitet. 

2)er abfolute SBertb be§ t)on ber JReibung berrübrenben 5Ber^ 
lujle§ an Arbeit fann nur burcb ©rperimente bejlimmt werben/ 
unb um biefelben anjujlellen, braucbt man nur jwei Mbxptx mit 
einanber in 33erübrung ju bringen, unb bem einen biefer beiben 
Stbxpex auf bem anbern rubenben eint gleicbf6rmige ©ewegung 
)u (ttl^eilen. £)a in biefem $alle jeben 2(ugenblia ^wifd^en ber 
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bem bemedidt^en ühvptx mttgetlt>eilten tluantitit %xitxt, unb ber 
t)on ben SRoIefularwirfunoen/ vpeld^e bei ber 93erubruna ftatt ffn« 
ben, allein If^errul^renben SBiberjlanböarbeit ®leicbb«'t ffatt finbet; 
fo ijl, wenn man bie SBewegungdarbeit fennt, and) bie t)on ber 
Steibung l^erru^tenbe SBiberflanbdarbeit be!annt. Xuf biefe SSSeife 
bat man gefunben. baf man biefe SBiberfianb^arbeit als ^on einet 
SBiberffanbrtraft F, ber Sleibung, weldj^e in bem äßerubnmgö* 
punfu an bem ben)e9lidt)en Mtptx unb nad) bem entgeaengefe^en 
Sinne feiner gleitenben SSeweguna auf bem unbeweglid^^en Mht^ 
ptt wirft, herrübtenb betrachten fann. SRan f)at gefunb^n, baß 
bie 3ntenfttat biefer Äraft nabeju bem bei ber äöerübrung beiber 
Stbvftx flattfinbenben 9lormalbrucfe proportional unb jugleid^^ t>on 
ber ®efd^winbia!eit ber 93fn»egung unabb^ngig ifl, wemajien^ hi^ 
ju @ef^n)inbigteiten loon ungefäbr brei SReter in ber ®efttnbe. 

S93ir werben ber JBerec^nung ber {Reibungen/ welche eine fo 
wichtige Slolle in ben^afd)inen fpieleu/ fpäter ein befonbereS Aa^^ 
pitel wibmen. 



SSom @to§e. 

§. 53. SBenn jwifcl^en jwei Äftrperfpffemeny ober jn>ei belie- 
bigen 5!Baf(binen ein (Stoß \tatt finbet/ fo fann man md&t mef)x 
anncl^men/ baß bie SRolefule beffelben Ä6rper§ ibre urfprunglidben 
gcgcnfeitigen ©ntfernungen beibebalteu, fonbern e§ entjleben iux^ 
ben Stoß grfd)fitterungen ber 9Ro(efule/ worauf bie SEbeorie JRucfs 
ftd^t nebmen muß. äBei fejlen Äorpern fann man jebocb annel^^ 
men, baß bie gormtoerdnberungen unb überbauet bi^ gegenfeitigen 
ajerrucfungen ber 9JIolefule jebeö Äorperö »dbrenb ber febr furjen 
Seit/ welcpe ju ben ®efd&n>inbigfeit§t)eranberungen erforbert wirb, 
febr gering gewefen jtnb/ b. b. man fann annebmeu/ baß bie ÜRit- 
tbeilung ber S5ewegung in einer \c\)x furjen Seit erfolgt. 

SBetrad^tet man bie SSewegung iebe§ SRolefule^ wd^renb ber 
febr furjen Dauer beö ©toßeS/ wabrenb weld^er eine plofelicbe 
SSerdnberung feiner ®efdS)winbigfeit j!att finbet/ fo muß man an« 
nebmen / baß auf biefeö SRoleful alle benachbarten SRolefule unb 
aucb Äußeren Ärdfte/ j. 85. bie Schwere, wirfen. SBenn man für 
bie t)irtuelle ©efcbwinbigfeit jebeö SRolefule« biejenige nimmt, 
welche ftatt finben würbe, wenn feine ©rfc^ötterungen ber SKoless 
fule ffatt fdnbeu/ ober wenn bie fSRolefule jebe§ Stbxpex^ ibre ur» 
fprunglic^en gegenfeitigen Entfernungen beibel|)ielten ; fo ifl, wie 
aucb bereite bemerft worbeu/ einleucbtenb, baß bie t)irtuetten SRo- 
mente ber gegenfeitigen Sinwirfungen ber SRolefule beffelben Äir- 
per^ einanber aufbeben/ fo baß nur bie ber dußern Mxaftc, mtld^t 
wir mit P5p bejeicbnen wollen/ unb tik ber jwlf^^en ben in ber 
iRdbe bed ^erubrung^punfted zweier ))erfcbiebener ^6rper liegen« 
ben SRolefulen ftatt pnbenben Sinwirfungen übrig bleiben. SBe« 
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letdbnet man biefe legten t^irtucOm Slomente mit ^9r, fo l^t 
man folglich): 

%bn m^ b€r SRatur bet gewi^tcn ijirtueUen ®€fc|>n>inbtg- 
feiten da:^ ^y, 3z l()angen biefelben fät iebe^ ÜRoIeful nur t>on ber 
Sage ber augenbttcfti^en SiDtattonöare bed M t>ottfommen fefl 
betr.a4^teten @9fleme6^ n)0}u baS ^oleful gebort/ unb t>on ber 
Sage biefeS ÜRolefuIeö gegen biefe 2Cre ab. vSldn fann aber biefe 
Tixi n>d^renb ber furjen Sauer bei? @to$e^ atö un\>eränberUcl() be« 
tra4^ten/ unb ba bie 3RoIetule nad) ber SSoraudfel^ung wil^renb 
biefer J)auer wenig \)errürft werben ; fo anbem [tdj) aud^ bie m* 
tuellen ®efd&n)inbigfeiten fcl^r wenig, obgUi(b bie wirMiAen ®e* 
fdS^winbigfeiten betrdc^tlidl) gednbert werben. SOtan fann folglich 
bie t)orbergelj)enbe ®fei<J?ung für bie Sauer be* (Stoßet in SSejie^ 
^ung auf bie Seit integriren, o\)m dx, dy, & Dariiren ju laffen. 
flSeieicbnet man alfo mit u^,v^, w^ itnb ui, v^, wi ref^. bie ®es 
f4iwinbigteiten t>or unb nadS) bem ©tofe, fo liai man: 

2 -2 [(te^-Mo) aa;+(t)i-üo) 3y+(«?i-Wo)fc] = 2/P3pei«+2^/R3rd«. 

Cluantit&t ober ®r6fe ber SBewegung. 

®a8?)robuft-tt auS ber SRaffe unb ©efd^winbigf eit eine« 

materiellen S)unfte« ober eine« Ä6r^)erd wirb bie Quantität 
ober ®r6^e ber SSewegung beffelben genannt/ unb ifi ba6 
in ä5ejiel^uttg auf bie Seit genommene Sntegral einer auf ben 
materiellen $unft ober SAx^tx wirfenben Äraft/ fo baf unter ber 
Cluantitdt ober ®r6fe ber ^Bewegung im 3(Ugemeinen ein 3nte« 
gral wic/Pd< )U t>erfteben ift, wo P eine Äraft unb dt ein 
unenblidb fleine^ Clement ber ^z\t beteid^^net. 

25a bie andern Ärdfte P, weldje gew6bnlicb in bem®ewid()te 
ber üRolefule bcjlel^en, allein bie @efdj)winbig!eiten nic^t plofelidj^ 
«nbern fonnen unb gegen bfe STOolef ularwirf ungen , wetd&e biefe 
^I6^lidj)en®ef4)winbigfeit§t)erdnberungen bewirf eu/ febr flein finb; 
fo finnen jie in einer \i\^x hir§en Seit nur ©lieber bertoorbringen/ 
nxlc^e gegen ben erfien Sbeil ber legten ®leic^ung unmerrlid^ 
ßnb/ fo ba§ man fie t)ernac^ldffigen, unb folglid^ fefeen fann: 

2 ^ [(iei-~Wo)5i«^+(i;i— i;o)8y+(t(?A— t(?o)32] = 2/8Rrde. 

äBetm man bie virtuellen ®efc^winbigfeiten fc^id!lt4^ xoh^Xt 
unb fie f&r jiebfa 9htpzx wieber fo annimmt/ oM wenn berfelbe 
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DoHfommen fejl wirc; fo fann mött bcn jwcften SE^etl ber legten 
©letcl^ung fo umgcjlaltcn, baß nur Sangen tialfrdftc barm tjor^ 
fommen.^ Denn obgleid) bie Äorper tt)dlS)renb be§ @toße6 jufam- 
mengebrücft werben fonnen, unb folglich bie Slormalgef^jwfnbigsr 
feiten an ben ©erül^rungöflddjen nid^t gleid^ ftnb, fo fann man 
bei ber SBal^t ber üirtueHen ©efdS^winbigfeiten bie Ä6rper bo6) 
M t>oUfommen fejl betrachten unb t)on ber wirffidf^en äufammen« 
brÄdfung beffelben abjlral^iren, wenn man annimmt, baß bie Stht^ 
j)er in ben äSBerü^rungöpunften aneinanber I)ingleiten. Xl^bann 
ijl für jwei benachbarte 9Ro(efu(e, jwif^en n)e(4)en bie gegenfei^ 
tige ©inwirfung R ^att finbet, bie md) ber Kormale geridf^tete 
Komponente beS mrtuellen 9J?omente§ ^r gleid^ 9luU, bie t)irtueae 
Arbeit ber Äraft R rebucirt ftdf) folg(idj) auf bie ber Äom^>onente 
F nadf) ber ®erübrung$ebene unb ber jweite Sll^eil ber t)orl()erge« 
?)enben ©leic^ung fann auf bie gorm : 

:^JF^f.cos(¥8f).dt 

!\ehxad)t werben, wo baö toirtuelle SRoment Sf ^tt in ber mrtuet^ 
en unb nidf^t in ber wirflid^en ^Bewegung genommen ijl. ^ux^ 
naä) l^at man: 

2 ^ [(iei-tto)S^+(t?i-t5(,%+(tt?i.tüo)S2] = 2/F8/.cos(F8/).d<; 

aber wenn bie mtmUe ^Bewegung fo gewallt ijl, baß bie ein^ 
anber berül()renben Ä6rper mit, ober obne SRoUen, aber obne SJre- 
l)un9, aneinanber l)ingleiten, fo finb bie üirtuelten fSRomente ^f 
für alle einanber berüi&renben 9Rolefute unb für bie ganje Dauer 
ber S5erulf)rung nat)eju einanber gleid(). 2)a§ virtuelle Clement 
Bf ijl alfo t>on ber gage be§ Utxad^UUn 9Ro.lefuleS unabl^ingig, 
unb ba baffelbe, wie aße t)irtuellen @efdf)winbigf eiten , auä) t)on 
ber Seit unabl)dngig ijl, weil wir t)orau6fel^en, baß ber Stoß fel)t 
fdS^neU erfolgt; fo tritt baffelbe au^ bem Sntegralgeic^en JT unb 
au^ einem Sbeile ber ©umme 2 f^naM, unb man f)at folglidj^: 

^ - [(Ml ->Mo )^^+(^^i -Vo)öy+(wi -Wo)82] = ^Bf. 2/F cos (FS/) . dt, 

wo ftdS) ba§ erfie ©ummenjetd^en 2^ im jweiten Stl^eile biefet 
©leidf^ung auf bie t)erfdS)iebenen äBeröl^rungöpunfte beS Äirperö 
unb baS ixociu auf alle um benfelben S3erü]()rung6j}unft b^i^u«t* 
liegenben benadj^barten STOolefule bejiebt. Wlan fann aKbann ber 
Äfirje wegen für jeben S5erül)rung§^)unft für bie ©umme 
I^ / F cos (¥Bf) dt einen einzigen Sucbjlaben F fefeen, weld^er bie 
einer SEangentialfraft, bie nac^ ber ©rfal^rung bie Siefultante au^ 
allen t)on ber S5erül)rung l^errül&renben unb nadj) biefem ©inne 
gttid^teten SSSirfungen i^, entfpredt^enbe £lttantit&t IBeioe« 

Digitized by x^^^^^V IV^ 



I 



fiüng ouibrudft unb bie Summe ber ßuantitdten JBewegung ffl^ 
ipelc^jf ben wa^renb be§ ®tope« ftattfi'nbenben ^Reibungen ent* 
fprid^t. SBcnn man baS ©ummenieic^^en 2 im jroeiten Sl^ette 
ber t>Drl{>erge^)enben ®leiclf>ung nur nod? auf bie t)erfc^iebenen ©e- 
rul)run8cn ober fl3crul)run9Öelemente anwenbef, fixt weld^e Y ni^* 
mebr baffelbe ijl ; fo fann man b lefe ©leid^ung auf folgenbe gcrm 
bringen : 

2 ^[(tti-tto)«^+(t>ir-«?a)5y+(»i-»Po)&] = 2:Fy, 
ober: 

n^oraud folgt: baf )n>tf(l^en beu/ ben ©efdt^mtnbigfetten 
t)or unb nad) bem @toße entfprec^enben iQuantititen 
ber aSewegung bjefelben Delationen jlatt finben, al$ 
n)ifd)en ben aquttoalenten Gräften, wtlö)t auf bie^ 
elben, aU vollfommen fejl betracl)teten @i)<leme t)on 
ÜÄolefulen, bie einanber in gemiffen ?)unften berü^j* 
ren, wirfen, wenn man jebo^ bei biefer Tfequioalenj 
bie ben Steibungen an ben Sättüt)XVinQ^p\xnttzn tnu 
ff)red[)enben £luantit&ten S3en)egung in Sled^nung 
bringt. 

£)'2CIembert'd |)nnctp hti bem @tofe fefter Mvpex. 

yiad) ben S^erfu^en oon 9Rorin fd&efnen biefe t)on ben wab- 
renb be§ ©tofeö jfattfinbenben Steibunaen bgrrübrenben Quanti- 
täten ber ©emegung wie bie t)on gewobnlid)en JDrucffraften t)ex^ 
riibrenben ^Reibungen beredbnet werben ju muffen; b. 1^. man fann 
annet)men/ baß fte ju ben Quantitäten beräSBewegung, weldje ben 
normal auf bie fl9ertibrung$^ä(l^en ausgeübten SSirfungen ent- 
^pxed)tn, in einem fonffanten SSerbiltniffe jlel^en. 2)a^ ba§ »er« 
fahren jur Sered^nung biefer lefetern baffelbe iff, afö für bie jwi- 
fdben ben üerfc^iebenen JBejlanbtlS)eilen einer in Bewegung bejtnb- 
ti^en 5SRafd)ine jlatt pnbenben einfachen Drucffrifte, fo werben 
wir ipiUt auf biefe Ic^te 93e|iimmung jurucffommen. 

©er öorbergebenbe @afe wirb baö b'2flembert'f(l^e ?)rins 
dp für ben Stoß ber Ä6rper genannt, woburdb bie nadj) bem 
|)rincipe ber mrtuellen ©efcbwinbigfeiten bei einer beliebigen SBe^ 
tt>^9Mng jwifc^en ben Gräften jlatt finbenben Slelationen auf bie 
^Quantitäten ber flSewegung audgebel()nt werben. ICber 
man barf babei nid^t üergeffen/ baß biefeS nur unter ber 93ebin« 
oung gef(l()eben fann, baß bie ÜRoletule ber ^6r^er wa()renb be6 
StpfeS, b. ^. wälj^renb be« 3eitraume6 (wifd^en ben beiben %tir 
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genblirfen, ffit wefdj^e man bie beiben ©pfleme ber auantttilen 
bcr ^Bewegung bejlimmt, tl^re gage im Sttaume nur fcl^r •wenig 
gednbcrt Ijabcn, b. I(). baß bic SBerdnbcrwngcn il^rer Äoorbinaten 
nur fel^r fletnc ®r6fien ftnb. 2)a8 eben ©efagte wäre folgttd^ 
ni6)t auf jwci 8uftmaffen anwenbbar, xoüö^c ^ä) walgirenb ber 
J)auer bc§ ©togeö fel^r jufammenbrurfen. 

§. 54. SBenn mä) bem ©togc, in bem 2fugenblicfe, für weU 
ci^en bic ©cfd^winbigfeiten Ui, vi , wi genommen werben, noc^ 
erfd^ütterungen ber SKoIefute ftatt ffnben; fo würbe ber »orl^er« 
gefeenbe ©a^ nidf^tS U\)xm, weil fidj) 4)on ben eigenen ©efdS^witt' 
bigfeiten ber SKolefute fein ©d&Iug auf bie ©efdbwinbigfeiten be§ 
ganjen @i)jleme6 berfelben unb auf bie Bewegungen ber Äorper 
madben ließe. ÄlSbann muß man ju ben mittlem ©ewe^ 
gungen, burc^ beren JBetrad[)tung wir bei bem S)rinci^)e ber 
lebenbig^n Ärdfte dl^nticfee @d)wierigfeiten befeitigt i^aben, feine 
3uflud)t m\)men, unb auf folgenbe SBeife toerfal^ren. 

Sie gur ä3ejlimmung ber in ber t)or]()erge]^enben @leid[^itng 
t>orfommenben ®r6ßen &r, dy, & gewallten virtuellen SBewegum 
gen fonnen für jeben Mtptx nur eine fortfd^reitenbe SSewe^ung 
be§ @d)wer^)unfteö unb nur eine SRotationöbewegung um btefen 
^unft geben, unb bie ©ummen ber barau^ l^en)orgel[)enben mr- 
tuelten 5Komente erjeugen fowol)l bie Summen ber iQuantititen 
ber fortfc^reitcnben ^Bewegung, al§ bie Summen ber 5!Bomente 
ber Sluantitdten ber SSewe^ung um bie Zxeu ber virtuellen JRo* 
tation in S5eäiel()ung auf bie ©d^werjjunfte ber »erft^iebenen ^ht^ 
per. 2)a aber biefe ©roßen für bie wirftid^en unb für bie mitt« 
lern S5ewegungcn biefelben itnb, fo fann man bie tel^tern in bie 
t)orl)erge^enbe ©leic^ung fubftituiren, unb al^bann l^at man, wenn 
Um, Vm, Wm bie ®eß)winbigfeit§fomponenten bei ber mittlem 
äBewegung ftnb: 

3(u§ biefer legten ©leid^ung laffen fid^ immer fo viele verfc^iebene 
®leid)ungen ableiten, aW jur SSejlimmung ber mittlem SSewe^? 
gungen iebe§ 9RafdS)inenbejlanbtbeile§ erforberlidj) ftnb, unb jwar 
wegen ber verfd^iebenen ©pjleme, welche man für bi< virtuellen 
®efdE)winbigfeiten 5^, ^y, Sz, etc. annelf)men fann. 

SBenn bie Äorper am @nbe beS ©toßeö, b. t^. in bem Äugen« 
blid^e, für wetdj^en bie mittlem ©efc^winbigfeiten Wm/ »«, «?« ge^ 
nommen werben, noc^ in ä3erül()rung ftnb; fo fonnen biefe mitt« 
lern ®efdS)winbigfeiten, ba fte mit ben «erbinbungen be* ©^fte« 
meö wdl)renb beö ©toßeö vertrdglidb ftnb, für bie virtuellen ®e* 
fdS)winbigfeiten genommen werben, unb bie vorberge^enbe ®lei« 
d)unQ verwanbelt ftc^ burcb £^ivifton mit dt unb äran^pofttton 
in folgenbe: 
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unb d^nltc^e %uöbtu((< l|)at man für «*«»/ «^«Pm/ nnb tpenn ««n 
btefeli^n fubßttuirt; fo ereilt man: 

= ^ §; [(i«.-««)«+(«»-e«)»-|-(io,-io«)«]-2E ^ . 
«» r<l stt btmt^ttt, baß ba« ®lteb — 2F i^ im «ttjjememen 

dl 

^)ofitiü ifl/ weit bie ber Äürjc wegen mit F bejeic^nete Guori« 
titdt aSewegung/FcosCFS/) dt gewol^nlidS) negatit^ ifl; benn 
bie unter bem SntegroUeic^en t>orfommenbe Jtraft F wirft nad^ 
bem ent^egengefefeten Sinne t?on rfp be6 wirfli^en gertgleiteitö 
ber S3eru^run9^fm<^en aneinanb^t/ unb ba fic^ biefe Sticbtung Ui 
gortgleitenS wa$renb be^ ©toße§ wenig dnbert, fo iji fie fe^r we« 
nig t^on ber be^ (Slemented 3«// welcbed bem Snbe be^ @ta$ed 
entfrric^t, Derf^^ieben. golglid^ i|i bie in 3lebe ftebenbe Guanti^ 

t&t ber jöewegnng negatit) unb ba« ©lieb — 2F jf-i^Ifo 
yofitit). . 

J>{e wr^rgel^enbe ®Ieic^ung entbilt ben ßarnot'Wen 
Eelytfal fiir ben @tof weid^er ober unetajtifdf^er Ä6r)?er, wo unter 
wei<|^en ebet unetaflif4)en Jt5rpern foldje \)erjtanben werbeuj^ 
weldje nÄcb bem Stoße mit eincinber in S5erfi()run8 bleiben, ^üx 
fold^e Äorper befielet alfo offenbar bie 25ffferertj 
jwifcben ber ben ©efc^^winbigteiten v>or bem ©tofe 
unb ber ben mittlem ®efd)winbigf eiten nad^ bem 
etc^t etrtf^iredjyenb^n leb^nbtgen Ätäft au* jwei 
Xf)txUn, namltcb: 1) au^ ber lebenbigen ^raft/ 
weld[)e ben burcf^ bert@to|i bertorenen ober gewönne« 
nen^ b. i). ben ® efd&winbigf eiten entfpricbt/ weldf^e 
ftt SBerbinbung mit ben nad^ bem Stoße ftattfinbem 
b^n ® efc^winbigfetten bie toor bem Stoße jtattfln« 
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benben wiebergeben wutbett/ unb 2) aui berSttmme 
btx ^robutte bev ben 9teibungen )9&l()renb beS @tO' 
flc§ cntfprccbenben iEluontititen ^Bewegung mit ben 
relativen ®ef(|^n)inbigfetten bet 9teibung am <Snbe 
be§ ©tofe«. 

§. 55. ©er üorl^in gegebene SBegriff xotid)tx Sthtptx, b. b- 
fotc^er, welche nad^ bem Stoge mit ejfnanber in S3entl^rung blet^ 
beu/ i(l nur eine 2fbftraftion/ »etcbe in ber Statur niemals reoU« 
firt t>or!ommt/ unb menn man iun>ei(en biefe S3orau$fe^ung 
mac^t; fo gefd^iebt foIcbeS bM, um ein SRarimum beS burdp 
ben ©roß bewirften SBerlujle« an 2frbeit ju tvi)alUn. 3n ber 
Sßirtticbfeit bleiben bie gegen etnanber gejtofienen £6r)»er nid^t 
mitetnanber in SSerubrung/ fonbern trennen ftd[^ t^ermoge einet 
SRotefularrficfwirfung, we^e man ©lafticitat nennt unb me^r 
ober weniger t)oU!ommen fein fann. S>ie toclltommene Sla^ 
flicitdt n^ärbe bie (Sigenfcbaft gen>iffer Xhxptt fein/ ba^ ibre 
SKoIefuIe nacb bem (Stoße genau biefelben Sagen »ieber anneb^ 
meu/ n>ie t>or bem @toße/ fo bag bie gegenfeittgen (Sinwirfungen 
ber SRolefute glei4)e unb entgegengefeite ®r6fen)tt#inbe bur(^ 
laufen f)abenf romn bie gegenfeittgen Entfernungen ber SRoletule 
n^ieber biefelben genoorben ftnb, unb t>on bem Jfugenblicfe an, wo 
iwifcben ben in ber ^i^t ber ©erübtung ber beiben Sthxpn lie« 
genben ^ole!uIen jebe gegenfeirige äBirrung auf^6rt/ n>eber eine 
®d()n>in9ung, nodf> eine aSerrürfung jlatt pnbet. 3n biefem Satte 
würbe burd) ben @toß fein SSerluff an lebenbi^et Äraft t^erut* 
facbt werben, felbjl wenn man audf) nur bie mittlem Äewegun« 

Jen nabme; benn ba bie gegenfeittgen (Sinwir!ungen ber ÜRole« 
ule biefelben SBertbe wieber annehmen, wenn ibre gegenfeitigen 
Entfernungen wieber biefelben geworben pnb; fo pnb bie 3nte« 
orale /'Rrfr fimmtlidf^ gleicb 9lutt, wenn pe t)om Xnfange ber 
!!}{olefulan)errucfungen M jum Snbe berfelben genommen wer^ 
ben, unb ba bie ^olefule am Enbe beS ®to^e$ {eine relatit>en 
93ewegungen gegen einanber b<2ben, fo muf bie lebenbige iCraft 
für bie mittlere »ewegung, welche bie gefammte lebenbige Araft 
bilbet, biefelbe bleiben. Diefe SBorau«fefung tft ieiedf ebenfalls 
nur eine Xbjlraftion, weld^je für gewiffe Sthxptx unb in befonbem 
gaUen beS @tofe§ nur annal()ernb jlatt ffnbet, wo fit, wie wir 
fpdter bei ben 2Cnwenbungen feigen werben/ jur SSeftimmung ber 
^Bewegung mö) bem @to^e bient. 

^imip fiber bU SBeu>egung ba ®c^tDef)mnftee tinti &^ 
jlemee wn Mxpexn, ober einet SKaf(^ine. 

§. 56. Da§ in §. 38 für einen freien feflen Sthxpix ange« 
fubrte Wmip l5gt fid) Uid)t auf ein ©pfltem wn feflen Äir* 
yern auSbebnen, welcbe eine beliebige 3»af4>ine bilben^ felbfl wen« 
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®ti$e bartn #att ftnbeti/ wofern bai @9|tem nur frei ift mb }u 
ben bret Aoorbinatenaren paxaMe t>trtueUe fi3en)egtmaen annel^« 
men lann, für rotld^z f^mmtlic^e lotrtueUe ©efc^minbig^tten gletd^^ 
unb paxaUti ftnb. Um btefe« ju bewetfen/ n^ctten n>tr n>te in §. 
38 t>erfa^reit unb gleid^e, ju ben brei Ären paraUele ©efc^^winbig^ 
feiten ju ben tjirtuetten @5efd(jn)inbigfeiten nel^men. SSBenn wir 
bie JBejeic^ungen in §. 38 beibebolten, b. b- wenn U, V,W bie 
(Sefc^^wmbigleiten be§ ©cbwcrpunfte^ be6 ©pjleme^ nad) ben brei 
Xren unb u, v, w bie analogen ©efcbwinbigfeiten eine6 beliebi- 
gen ÜRolefuteS be6 ©pjlemeö \>on bem ©ewicbte p bcjeicbncn; fo 
erbalten wir, wenn wir Die gemeinfcbaftlid^en gaftoren beiber 
ai^eile ber ®leid()unjjen (ß), welche virtuelle ©efdj^winbigfeiten 
jinb, ^Inweglajfen, bie ©leidljungen : 

in beren jweiten Steilen leine ©lieber t>ovtommen, welche ftc^ 
auf bieüRolefularwirfunaen bejfelben Jt5r^)er6, ober auf bie jweier 
einanber berübrenber Äor^er bed ©pfiemea, ober ber SiRafdS^ine 
btikf)tn\ benn biefe SBirfungen ftnb paarweife einanber gleicb 
unb entgegengefefet, unb folglid^ jtnb bie entfprecbenben Summen 
in ben jweiten Sbeilen ber ©leicbungen ebenfalls 9iuU. SBir bö- 
ben alfo für ein freie« ©pfiem t)on Äörpern, ober für eine belie- 
bige SRafd^ine lS>ier benfelben ®a|, wie in §.38 für einen freien 
feiten iC6rf>er/ ndmlicb: »ba^ ficb ber @(l^werf)un(t eines 
öollig freien ©pjlemeS feffer Ä6rper/ wie ein freier 
materieller ?>unft bewegt, beffen 9Raffe ber beS gam 
Jen @9ftemeS gleicb ift, unb auf welcf^en biefelben. 
dufern Ärdfte wirfen, wie auf baS ©pftem, ober bie 
Wtafd)xnt. 

SBenn in bem ©pfteme ©tipe jtatt finben, wel(be t)on äußern 
Äirpern lf)errül^ren, fo f8nncn bie entfprecbenben, Gräfte ju benen 
gejifilt werben, weld()e bei biefem ?)rincii)e über bie SSewegung 
be8 ©c^werpunfteS in JBetrad^t fommen unb bie SSewegung beS 
fingirten materiellen 9)unfte§, welcber ftd) wie ber ©d&werpunft 
bewegt, wirb alSbann gerabe fo t>erdnbert, wie wenn bie äußern 
©t(fe unmittelbar auf biefen Dunft felbfi ausgeübt würben. 
SBenn man bie beiben Xi)e\U ber obigen ©leicbungen in Sdmt^ 
l^ung «uf bie Seit integrirt, fo wirb baS üorbin für bie Ärafte 
auSgefproil^ene ^rincip auf bie £luantitdten ber S3ewegung axx^ 
g^ebnt, itnb man tann alSbann fagen: baß, wenn in bem 
©9f[eme i»on dußern it6rpern b^rrül^renbe ©t&ße 
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jlatt fittben, bte ©efe^wiiibigfett be« @(|>h)fr»)iinfte« 
beö @9fteme^ gerabe fo )>{&l^ltc|i geanbett xoiti, n>ie 
wenn auf einen materieüen $untt/ beffen S^laffe ber 
bed aanjen @9Jlemed glfid[^ iji/ bie »cn btefen @tc« 
|en b«i^«iH«^nbenÖuantitdten ber Söfwegun^ bireft 
ftbettrdgen »wrben. 

3n bcm befonbern^ galle, wo feine äußere Äraft auf ba9 be* 
tpeötfc^e Spftcm wirft unb nur bie gegenfeitigcn QEInwirfun^en 
jwifd^cn ben SRotefuIcn jlatt ftnben, f6nnen biefe SBirfunaen md[>t 
ju ben an bem ©cbwerpunfte angebrachten Äriften gejault wer- 
ben, weil fte fic^, wenn ffe an biefem fünfte angebradf^t wären, 
bodj) paarweife gegenfeftig aufl^eben würbe«, unb folglich })at 
biefer ©cbwerpunft eine gleid^f ormige unb gerabli^ 



nige S3ewegung, wie ein materieUer ?>unft/ 4iuf we^l« 
(i)cn feine ^raft wirft, f^ baß alfo feine Quantität 
ber ^Bewegung ungednbe^t bleibt. S>tefer @afe wirb ba§ 
§)rincip ber gr^altung ber SSfewegung be§ ©dj^wer« 
punfte6 genannt. SBenn jwifdS)enbem ju bem@9ffeme gel^Jrigen 
Äorpern ©toge flatt finben* fo wirb baburd^ bie iöewegung be* 
@dj)werpunfte8 nic^t geanbert, unb erfolgt gerabje fo, wie wenn 
biefc Stoße nic^t jlatt ftnben, weit bie ben SESirfungen biefer 
@t6|ie entfprec()enben ©lieber in ben obigen ®lcid(^ungen üer- 
f^winben. 



^tintip ber (Srl^altund ber SRomente ber JDuanttt&ten bet 

SJewegung. 

§, 57, SBenn auf ba8 beweglidf^e ©pftem feine iufiere Äraft 
wirft unb auf^ We SJÄolefule ber baö @9ftem bilbenben Ä6rpe? 
in ibrem gewöhnlichen äuftanbe, ober wdbrenb be§ ©toßeö, wenn 
ein fo{df?er jwifdtjen ben Ä6r^)ern be§ ©pjlemeö ftatt pnbet, feine 
anbern Ärafte, al§ i\)x^ gegenfeitigen Sinwirfungen ausgeübt wer? 
ben; fo bleiben bie Momente ber £luantit&ten ber S3ewegung 
fSmmtlid|)er SKolefule biefetben, wenn man biefe 5Womente in äße* 
«e^ung auf eine Are nimmt, um weld^e jt(jj> baS Softem fVe{ 
pre^n fann. 

^an beweift biefen ^i^, wenn man für ein Softem t>Ott 
ÄÄt^^em ebenfo öerfil()rt, wie in §.37 för einen e inj einen feHen 
Äär^^er t^erfabren Ijl, b. 1^, wenn man für bie mtneUm ©efd^wlÄ* 
bigfetten biejenigen nimmt, »eldJK ftc^ auS ber Knn^^me ergeben, 
bdff man bem ganzen Si^ffeme, a(9 feflen Stht^ftt bettckl^tet, efhi 
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Sptatiotrtb<n>C0ung um eine Tlxt ett^ttt. 2)enn n)enn man tiefe 
Hxt wie in §. 37 ju ber %n ber z nimmt, fo crl^ilt man: 

tSbet wenn bte ÄrSfte X unb Y t)on ben gcgcnfcitigen ©nwir- 
fungcn ber ÜRotefute be^ @pjleme6, walE)rcnb if)rc§ c(ett)6]&nlid)cn 
SÄebeneinanberlicocnö, ober wal^renb be§ ®toße§ I)erru()rcn, in 
welcl[)em lefetern »alle biefe gegenfcitigen ginwirfungcn weit be- 
trdcl)tlicl()er werben; fo ffnb bte jweitcn Zl)dk ber ©lei^iingen 
Slutt, weit bie Momente jweier g(eid)er unb entgegengefefeter 
SBirfungen eine Summe gteicif) 5RuK' geben. 5Kan \)at folgtici() : 

utib wemt man in iBejiel(^ung auf bie Seit integrirt: 

wo C l^ier eine jtdS) auf bie 3eit bejiebenbe Äonjiante ijl. 25er 
erjte Äbeil biefer ©teid&ung ijl bie ©umme ber 9Romente bet 
jEluantitit ber SSewegungen, wenn man unter bem 3Romente 
einer iQuantitit ber Bewegung für jebeS WloUM baS 
SRoment einer finairten Äraft Derfte^t, weldf)e auf biefe6 SRoIefut 
nad) ber fflidftunQ feiner ®efd)winbigfeit wirft unb t>a^ 3)robuft a\x^ 

feiner SWaffe -, unb au§ biefer ®ef4)winbigfeit jum 9Rafie i)at 

Wtan ^at alfo Jolgenben ©ai^: 3n einem beliebigen 
@9peme t)on Äoryern^, ober in irgenb einer wta^ 
fc^ine, worauf feine äußere Äraft wirft, fonbern 
nur bie t>on ber gegenfeitigen SBerul^rung ober bem 
(Stofie ber bad ©9Jtem ober bie SRafd^ine bitbenben 
Stbxpex IS)errÄbi^^ttben Ärdfte finb bie Summen ber 
SRomente ber Quantitäten ber ^Bewegung aller SRo« 
lefule be6 *@9ftemeS in SSejicI^ung auf eine gerabe 
8inie, weld^e für bie toirtuelle Bewegung aH JRota- 
tionSa>:e bienen fann, wil^renb ber 35auer ber Äewe^ 
gung fonftant. 

Sermittelft biefe« S)rin«>eö fann man bie Bewegung für 
jwei fid^ um gewiffe fejle Ären bre^enbe Spfleme nac^ bem 3u^ 
fammfloßen beftimmen. 
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ber TTtbett. 

§. 58. SBir f&nnen nun bad $rincij|) bet Uebertragung ober 
Sortpflon*,im3 ber 2frbeit auf eine au§ einem ©pjleme fejier Ä6r^ 
IDet bepeljeube 9Rafcbine auöbel&nen/ inbem mt iu^leidö auf bie 
Sleibunaen/ bie ßrfi^uttenmgen ber SRolefule unb bie®t6|ie9iu(f« 
fi^t nebmca. 3u bem 3u)eae bxaudi)zn wir nur für jeben SBe« 
flanbtteit ber ?ÖJafcf)ine bie mittlern SSewegungen ju nebmeu/ ju 
ber SBibcrftönb^arbeit. bie tjinjujufugen/ mefd^e t?on ben SReibun* 
gen ber cinjetn ©ej!anbtl)ei(e unter einanber j^errübren, unb bie 
SJerlujle an lebcnbiger ^raft in Slecbnung ju bringen, wetd&e \>on 
ben ©to^en ^crrül^rcn, wenn bergleidf^en jiatt ftnben unb bieitor« 
pa nicbt nabeju DoUfommen elajlifc^ ftnb. SBenn Tm bie iQuan* 
titat JBewegung^arbeit bejeicbnet, n>etd()e ben dugern bewegenben 
Ärdften wdtrenb ber 3eit entfpric^t/ für »eldf^e man hai i>xxncip 
ber Uebertragung ber ?trbeit anwenben »itt, % bie tluantitdt 
SBiberftanböarbeit wd^renb berfelben ^eit für bie dugern Ärdfte 
mit ginfcbtuß ber t>on ben äußern Äirpern l^errul^renb^n 9ieibun- 
gen, Tf bie burd) bie ^Reibungen jwifcben ben SKafc^inenbeftanb^ 
tl&eilen fonfumirte Quantität 2Crbeit unb enbtid) Tc bie üon ben 
Stoßen, we(d)e wabrenb ber betrad)teten 2)auer ber ^Bewegung 
l^aben jiatt finben fonnen, fonfumirte Quantität 2Crbeit; fo i)at 
man, wenn w bie ®efcbn)inbig!eit eine^ beliebigen 9Rotefule§ beö 
®9fteme6 unb p baS ©ewid&t beffelben bejeid^net, nac^ bem in 
SBorl^ergeljen^em ©efagten offenbar: 

wo too bie ®efclt)n>inbigfeit im 2(nfange ber IBemegung bejetct^net. 

SBenn bie SSewegungJür eine Seit betraclf)tet wirb, wetd^e 

;egen bie Seit etwa6 betrdd)t{icl^ ijl, bie erforbert wirb, um bie 

^afdS)ine in SBewegung ju fe^en, unb berfelben il)re größte (eben- 

bige Äraft ju ert^eiten; fo ftnb bie®lieber S^j-z^C^ gegen 

bie übrigen ©lieber fel)r Kein, ober weni^fienö ijl i^xe 2)ifferenj 
fel^r flein, unb man fann atSbann mit einer fel^r großen Ttnndlf^e* 
rung fefeen: 

T,n=T +T^+T,. 

IBenn Tm bie ben äußern Äirpern t)on ber 9Jlafd[)ine mitgetbeilte 
iBewegungöarbeit unb TV bie inxd) bie Sleibung jwifcben biefen 
dußern Äor^xern unb benen ber sroafc|)ine fonfumirte Arbeit be« 
jeidj^net, welche auf bie in §. 52 angegebene SSBeife bepimmt wer- 
oen muß; fo fiat man: 
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Tr-T^ = TV, ober T, =T'« + Tf, 

m^ mm man in ben i>orl^etgel|)enben Sßertl^ i^on Tm fubflitutrt: 

T«,=T'«,+ TV+T^+T,. 

£)tefe ®(etd^un^ enti()4lt ben aa<)emetntten Xu^brutf be$ 9>(mctpeS 
bet Uebcrtragung ber Arbeit, worauf fol^t^ baf bic loon ber 9Jta^ 
fd^ine auf iußere, ibter SJewegitn.i wiberftcl^enbe Mtptx ubertra* 
gene SSewegimgSarbcie T'„ f (einer ift, öW bie biefer 3Raf*ine 
mitget^?ci(te fiScwegimgdörbett T„, tinb bö§ ber Unterfcbieb biefer 
betben Quantitäten Arbeit auS ben JBerfujten an 7(xbdt beftebt, 
weld)^e von ben JReibungen ber SRofcbinentbeile unter ftcb unb cn 
ben äußern in ^Bewegung gefegten itorpern, fo wie Don ben @t6« 
§en berrubren. 

SBenn man btefe JBeweaungen nidbt für eine febr lange ^nt 
betracbtet unb bie Quantitäten 2Crbeit nur für eine 3eit nimmt, 
bie mit ber t^ergteicbbar i% welche erforbert wirb, ^amit bie SRa^ 
fcbine t)on bem ^Beginnen ibrer ä3en>e^ung an ibre größte ®cs 
fdbwinbigfeit befommt; fo fann man bie 3u« ober Tfbnabme ber 
®umme ber (ebenbigen Ärafte nicbt mebr oernacbtafftgen, unb man 
muß fe^en: 

T«= T'„+T,+TV+ T, + 2^' + 2 ^'. 

2)ie Sunabme ber @umme ber (ebenbigen Ärifte, wenn eine 
folcbe eriflirt, finbet nur auf ^ofen ber SewegungSarbeit jiatt, 
wel^e großer werben muß, um biefen 3uwad)§ bert»orjubringen ; 
allein biefe momentane äunabme ift nicbt tjerforen, weil/ wenn 
fpatex eine 3Cbnabme ber febenbigen Äraft ftatt ffnbet, bie SQSi- ' 
berjlanböarbeit T'm junebmen fann, obne baß T« junimmt, unb 
bie 3unabme ber lebenbigen Äraft erfcbeint bier, wie bereits be* 
merft worben, gewiffermaßen wie eine refert)irte Quantität Tit- 
beit, welcbe rejtituirt wirb, fobalb ficb bie ^Bewegung rerjogert. 

Bemerfungen über bie Xuöbe^nung M ^ximpü ber Uebertragung ber TCrs 
beit auf btegfame unb auf flöfftge Jlörper. 

Äußer ben feften ober jiarren Äor}>ern wenbet man bei beri 
5Dlaf(binen audb @eiU unb 9tiemen an, unb um in biefem Satte 
haS ^rincip ber Uebertrogung ber Arbeit anjuwenben, braudbt 
man nur bie SSerlupe in JKecbnung ju bringen, wetd()e von ben in 
biefen biegfamen unb bebnbaren Äoripern jiatt ff nbenben 
SRotefuIaroerrucfungen berrübren. Die S5eobacbtung tebrt, baß 
biefe SJerlujle febr gering finb; 'benn wenn bie bciben ßnben 
eines ©eiteö, ober jebeS anbern jleltvertretenben biegfamen ©pjle* 
meS in ber Siicbtung ibrer ginge biefetbe ©ef^^winbigfeit l)abin, 
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fo wirb ber Serlufl an Arbeit t>ut^ bte Sifferenj >er itt^fte an^ 

Scgebcn, rocl^^c fie in biefer SfJidf^tung er()aUen, unb ba bicfe ©if=f 
;rens menig betridl^tltdl^ tft ; fo f^iit baffelbe aud) t>on ben entf)>re> 
d[)enben Quantitäten Arbeit. SBir werben f]pätcr auf bie äSeftim* 
mungSart biefer Serlutl« jwrficf f ommen ; für ben Tifugenblicf ge» 
nugt e6, einjufel)en, baß jie nid)t betradj^ttic^ finb. 

äBaS bie fjfluffig feiten anlangt^ fo mäffen biefetben aii 
3nbe<^riffe febr Heiner fefter Äugetn betradjtet werben, welcbe oi^m 
mertlic|)e Steibung an etnanber l[>ing(eiten tonnen, unb ed l^inbert 
folglicb nicbtö/ baS ?)rincip ber Uebertragung ber Arbeit auf fie 
anjuwenben, wenn man auf bie {(einen SSerlufle 97ucfftcbt nimmt/ 
weldl^e t»on ben Sfeibungen ber glüffigfeitötbeild^en unter fiä) unb 
t)on ben ttrva flattfinbenben ©tofen berrü^ren. 2)ie erfaJjrung 
lef^tt, ba§/ wenn feine f>l6l^lid[)en @to|e, fonbern b(o$ Steibungen 
ber g(uffigfeitsti)eild)en unter ftc^ jlattffnben, bie entfi^red^^ehben 
»etlujte an Arbeit fe(^r gering finb. 
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^(ttgetndne äSctrac^tungen übet bie SRafd^inen, welche jut 
Uebeiltagung bei: SSmegmig dneö ä3en>cget$ bienett. 

§. 59. ^u6 bem Sorl^ergel^enben folgt, bag bie 2Ctbrit 
eine ®xb^t i% w^U^e burct^ bie Ttitwenbitng von äRafdbinen nic^t 
vermehrt loerben tarnt / unb Untere ftnb b(od baju Ujlimmt, bie 
betoegenbe Staft, ober ben oon ilrrem TtnQxi^^pnnUe in einer ge« 
gebenen 3eit befc^riebenen SBeg ju vergr Jf ern, ober ju toertleinenif 
btefe Straft ober biefen Sßeg in me(^rere S£b^i(^ )u jerlegen unb 
tl^re Sagen unb Sticbrung ju oerdnbern/ ober mit einem 3Borte: 
btefe^ilraft unb biefen SBeg einem beftimmten 3n>e(te 
^ema^ jn t>er&nbern/ ol^ne ba^ jebocb bie tXrbeit ie^ 
maU !>erar6f ert werben fann. 3)er X^f^zii biefer !2(rbeit^ 
welchen bieSWafcfeinen wieber lf)ert)orbrtngen f5nnen, ijl um fowe« 
niger t>on ber auf fle übertragenen Ttrbeit \)erfdj)ieben/ je geringer 
bie in biefen Sltafci^inen ftatt f nbenben Sleibimgen ftnb/ uttb wenn 
man Slafc^lnen tonfiruiren f6nnte/ worin feine iICeibungen ftatt 
finben ; fo würbe t>on ber auf fte übertragenen Tfrbeit nic^td t)ers 
lorejt ge^^en. 

^an tann bie Uebertragung ober Sort)>tIan)ung ber SCrbeit 
burdt^ SlafdE^inen mit ber 2Cu6]^rimung einer ^iiifftgteit t^ergleid^en, 
wetd^e f[4^ in ben Körpern t>erbrcitet/ inbem fte burct) bie JBerü^at 
rungSpunfte aud bem einen in ben anbern übergel^t/ ftcb in me$« 
rere ®tr&me abt^^eitt, wenn ein etnutner Mtpn ^ugleidl^ meiere 
anbere fortfct^iebt/ unb wot>on umgerel^rt mel^rere ®tr6me in einen 
einji^en t>ereinigt werben^ wenn mel^rere ^öriper )ug(ei(^ benfelben 
Sthtpzx fortfdbieben. 2)iefe ^tüfftgfeit t6nnte ftd^ au4) in gewiffen 
it&rpem anl^^W^tt unb barin fo fange bleiben/ bit fte burd^ neu« 
43erA^rtmgd]punfte ober burd^ S3erttl^rung$)>unfte von einer be* 
ttid^Üiäjnn Xudfhrmnung auMreten fann. S>tefe in ben Sthtpttn 
angebiufte ober referbirte Arbeit, wefd&e wer eben mit 
dner ^i&ffigteit t^ttd^n f^abm, i^ nid^td anberft/ aU bie le« 
benbige itraft, imb eine SRaf4)ine tf bei unferet fBorgleidjMtttg 
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in bem imhf)nliä)9n @tnne be$ SBorte$ nichts anbetS / ali ein in 
^Bewegung befinblic^cS ©pjtem üon Äorpcrn, wctd&eS eine Titt 
t)on Äanat bilbet, burdS) welchen bie TCrbeJt m5a({(^ft untoermin* 
bert mä) gewiffen ?)unfteu ii{>ergel>en fann. Siefe Hxbeit \>tx^ 
liert ficb allmal^tlg in golge ber Öieibimgen imb ber Sorrntjeran^s 
berungen ber Äorper, ober fte ge^t in bie grbe über, worin fie 
wegen ber betra(jf?tlicl^en 2fu§bebnung balb unmerflid) wirb. 

2)iefe 5(rbeit bilbet ba6 JJunbefement bei ber (Sd^dfeung beö 
effefteö ber S3eweger unb auf ibre S5ejlimmung bejieben fl^ ba^ 
ber böwptfadjlicb aüe Unterf«d)ungen in 6fonomifd^er 8?udfJiEd()t bzx 
ber JCnwenbung t)on äBewegiing^mafcbinen, wie wir fog(eidt) jetgen 
werben. 

2(tte ju unferen JBebürfniffen erforberlicben SSerrirf)tungen be- 
geben ^ulefet in ber Bewegung, ober Sormoerdnberung ber Äörper, 
wobei immer gewiffe SBSibertlanbe überwunben unb gewiffe Ärdfte 
auftgeiibt werben müjfen, unb mitl^in ifl^ eine folcpe burdS^ ^ine 
Äraft bewirf te SBewegung, ober ^orm^erdnberung eine 91 u 1^1 ei* 
flung ober Arbeit, weld^e, jte mog burc^ 5£lf)fere, bewegte 8uft, 
JDam'ipfbrucf, ober SBaffergefdUe l^ert>orgebradbt werben, für jeben 
iDrt unb jebe Seit nur innex^alh gewiffer ©renjen t>orl{>anben ifl, 
tinb nid^t nai) 93elieben l!)en>orgebrad)t werben fann. 

Xud^ bie äJ^afdbinen bienen nur jut 2(nwenbung ober ^n^ 
fammlung biefer ßeijlung ober2frbeit, obne fie tjergrft^etn iu fon< 
nen, unb beöbatb ^at bie gdbigfeit, eine fotcbe Arbeit lf)ert)orbrins 
gen ju f innen fowol^l, wie aüt anbern nulfelidben ©egenjtdnbe, 
we(clbe nic^t im auf erflen Uebermaße t)orl[)anben ftnb, unb we(4^e 
man ficb nicbt obne Jtojtenaufwanb t)erfd()affen fann, einen gewif* 
fen SBertb/ we^er in fommerjieller unb ofonomifd^er JRucfftc^t 
in fßtttad)t fommen fann. 

SBenn wir feine SRafc^inen ju unferer Siöpofttion l^dtten, fo 
waren jwei t>erfcbieben« SSerrucfungen ober Bewegungen t>on Ä6r* 
pern jwei Dinge Don toerfdjiebener Slatur, welc^)e im Allgemeinen 
xt)um äßertbe naö^ nxi)t matl^ematifct) befiimmt werben fonnten, 
unb e§ \>cvt)itlU ftc^ ^izxmit, wie mit mUn anbern nutzbaren ©a« 
d[>en, beren SBerr^e nic^t matbematifcb bejtimmt werben. Ttber bie 
59lafdf)inen geben, wie wir fogleicl& feigen werben, baö 9»ittel an 
bie »^anb, foldJK ^Bewegungen auf eine dlbnlidbe SBeife il^rem 
9Bert|e nad^ gu beflimmen, wie man grof ere ober fleinere £luan« 
titdten beffelben Stoffel ober berfelben SRaterie t)ergleic^t unb 
t^rem SBertl^e nac^ beffimmt 

SSBenn eine SRafdj^ine, worauf ein JBeweger wirft, jur ^cr« 
©orbringung eineö gewiffen Slulfeeffef teö bejlimmt ift, fo witfen auf 
bie fünfte berfelben, weld&e auf bie ju bewegenben ober ju D«r« 
inbemben Abxpn wirfen, SBiberfianb^frdfte; aber biefe SSibet« 
ftanbdfrdfte jinb im Allgemeinen nitfet bie einjigen, »eldS^e bie 
ffl8iberftanb«arbeit l^er\)orbringen, fonbem e6 entjfeben butdj^ bie 
9leibungen unb bie t^erfct^iebenen anbern SBiberfIdnbe, w^ldt^e man 
nvift befeitigen fann, auc^ nod^ anbere SBiberjßanbiarbäten, weld^e 
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fi^ ju ber von bem Ütu^efefte l^erruf^tenben ^m^ufugen. £a 
man ftd^ jebod^ toorfieUen fann, bag btefe anbetn «^inbernifTe niä)t 
VDtl^anben finb unb bloS bie von bem SRufeeffeftc l^emil^renben 
SBib€r(lanb§frafte wirfen, ober alle übrigen SBiberffanbgfrafte fo 
meit t)ermtnbett finb, ba^ fte gegen le^tere jiemlic^ geling erfd^et^ 
nen; fo fönn man \)orlaufig anneljmen^ al§ wenn nur'ble Don 
bem SHufeeffefte feerrubtenben SBSiberjlanbSfrafte vorbanben waren. 
9Ran ftebt übrigen^ leticbt ein, wie man in ber $rari6 bie au6 
biefer SSorau^fefeung abgeleiteten ©cbififfe abanbern muß, unb wir 
wollen baber einflweilen annebmen, bag bie ganje SBiberjtanbS« 
arbeit in ber »^eroor&ringung be§ 9lufeeffefte§ bejlebt. 

SBSenn man baö ÜRittel i)at, eine gewiffe Bewegung \)trooxf 
iuhtinam, inbem man eine gewiffe £raft ausübt; fo {ann man 
»ermrttelft einer 9Rafcbine, welcbe bie ^Bewegung unb bie ÄrÄfte 
geborig abanbern tann, biefe^ SRittel ober biefe Äraft jur SJer* 
vid^tung einer gewiJTen Tixhtit ober Sabrifa.tion/ }. SS, ;\um ^ai)- 
Un beS ®etraibe§, u. f. w. anwenben. 25a aber baö SKa^len bef* 
felben jQuatumö ©etraibe im Allgemeinen unter benfelben Umftdn« 
ben jtatt fmbet, fo folgt, baß bie ?)unfte, auf welcbe bie 9Rafcbine 
gewirft l)at, benfelben SJeg befcbrieben unb biefelbe ©inwirfung 
erfabten böben, fo baf^ alfo ju bem SRablcn beffelben £iuantum« 
©etraibe audb biefelbe Quantität Arbeit erforbert wirb, welcbe wir 
^iberjtanb^arbeit genannt baben , unb folgticb i{l^ biefe auf bie 
SDJafcbine ausgeübte SBiberflanbdarbeit ber £luantitat be§ gemab^ 
lenen ©etraibeS )>roportional. 2)a wir aber nacb ber SSorauS? 
feliung t)on ben anbern SBiberjianben al6 ber be§ 5Wul^effefte^ ab* 
{trabiren/ fo bilbet biefe £luantität äBiberftanbdarbeit aud^ bie auf 
bie ÜRafcbine übertragene Äu^ntitdt QCrbeit be§ SBeweger^, unb 
folglicl(> ijl biefe lefetere ebenfalls ber gemablenen jQuantitdt ®es 
tratbe )>ro)>ortional. 

Um alfo jwei JBeweger mit einanber ju t)ergleicl)en , braucbt 
man nur anjunebmen, baß man SKafcbinen b^be, oermittelft wel« 
(|^er man fte jur SSerricbtung berfelben Arbeit, j SS. jum SWablen 
beö ®etraibe§ anwenben fann; benn bie wabrcnb berfelben Seit 

!|emablenen Quantitäten ©etraibe finb nabeju ben wabrenb ber* 
elben 3eit toon ben SBewegern biefen ÜJiafcbinen mitgetbeilten Äuan^ 
tititen Arbeit proportional. 9lun v^erbatten ficb aber bie SBertbe 
jweier flSeweger offenbar wie t>ie wabrenb berfelben Seit gemabfe*' 
iten Quantitäten ©etraibe, unb ba ficb bie lefetcrn wie bie auf 
bie SRafcbinen übertragenen Quantitäten 2Crbeit oerbalten; fo folgt, 
baß ftcb bie SBertbe ber 9J?otoren ober flSeweger offenbar wie bie 
£luantit&ten TttUit t>erbalten, weld()e fte auf biefe ^afcbinen uber^ 
tragen fonnen. 

2>a man nun gegenwärtig leicbt fO^afcbinen tonfiruiren tann^ 
auf welcbe man oerfcbtebehe Söeweger wirfen laffen fann, bamit* 
fte t)ermitteip biefer aRafdj^inen biefelbe Art Arbeit ioerri(^ten ; fo 
^t man biefe SBeweger nacb ben äuantdten berfelben 2(rt Arbeit, 
wel4»e fte in berfelben 2tit oerridf^ten fonnen unter einanber t>er^ 
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?ili(l)cn, unb bfefc Hxt ber «ergleid^ima l^at ftd(^ bntä) WeSertooK^ 
ommnung unb SSenoielfaUigimg ber 3ftafclS)inen immer weiter tjer« 
breitet, ungefäl^r eben fo, wie burcb bie grfinbuna unb SSertjott« 
fommnung ber jum 3ertlf>eilen ber SRaterialien be|timmten SBerf* 
geuge im ^anbel bte Sßertbe biefer SRaterialien burc^ eine geo^ 
metrif(i()e Sr6fe, ba$ SSoIumen bejlimmt werben. 

S5ei biefer 2Crt ber SSergleidi^ung be§ SEBertlf>e6 jweier ©ewe* 
ger \)ahen wir jweiertei t>oraudgefel^t, nämlic^ 1) baf in aUen ^a^ 
(deinen bie \>on bem Slul^effefte ^erröl^renbe aBiberftanbSarbeit ber 
»ewegungSörbeit gteic^ ijl/ unb 2) baß bie AerjieUung unb Un« 
terl)altung ber SKöfcbinen feine Äoften t>erurfa(ben. 66 iji ober 
leicht einjufe^en, baf biefe SSorauöfel^ungen nid}t burd^auS notf)^ 
wenbig jinb, unb baß unfere ©c^luffe nodj> ridj^tig bleiben, wenn 
man bloS annimmt: 1) bag bie tjon bem Slul^effefte l)errfibrenbe 
aBiber jlanböarbeit jwar ni*t bie ganje SBiberfianb^arbeit/ aber 
biefer ^proportional ij!, b. b* baß bie t)on ben ^Reibungen unb jeber 
anbern Urfacbe berrul)renben SSerlufle an Arbeit ber JBewegunaS« 
arbeit proportional ftnb, unb 2) baß bie »öerfteUung« « unb um 
terlj^altung^fojien ber ^afc^ine ebenfalls btefer SSewegungdarbeit 
proportional ftnb. 

35iefe |)roportionalitaten , obgleic|> fie ftdj) ber SBa^^r^eit weit 
melS^r nat)exn, al§ bie Ännal^me einer tJoBigen ©leic^l^eit jwifcben 
ber ©ewegungöarbeit unb ber bem 5Ru|effefte entfpred^enben SBi« 
berftanböarbeit, ffnben bennocb im 2(ltgemeinen in ber^rari^ nic^t 
^att 2Cu(^ bejablt man im »|)anbet bie SSeweger nid^t allein md^ 
ber Guantitdt Arbeit, welcbe fi'e benjorbringen fonnen, fonbern man 
nimmt babei auch mebr ober weniger auf ben SSerlufl an Arbeit 
Slucffi^t, wel<i^er in ben anjuwenbenben 9»af(^tnen von ben Stei^ 
bungen unb t>on ben übrigen frembartigen 2Biberftanben b^n^ü^^rt, 
unb enblidS) bringt man aud^ bie jur »^erffellung unb Unterbaltung 
biefer SRafdt^inen erforberlic^^en Äopen in Ttnfd^lag. 2Cber immer 
muß man juerfi bie S3ewe^ung$arbeit bered()nen, weld^e ^rtoorge« 
brait werben fann, unb bie OrunbbefHmmung bilbet, woran man 
alSbann bie burdi) befonbere Umfdnbe toeranlaßten SKobiftcationen 
anbringen muß. 

gö üerl)alt jTc^ bei ber SBejlimmung beö SBertbe« ber »ewe« 
ger mit ber Arbeit, wie mit mehreren Elementen geometrifd^er 
OReffungen, wel4)e ebenfalls auf Xbjiraftionen berul^en, unb in bet 
^rari^ nur nodb Ännäberungen finb. SBenn man j. SB. ben SBert^ 
gewiffer Ä6rper burc^ bie ÜÄeffung i^rer Solumina bejHmmt, wie 
biefe$ bei ben Steinen unb ^öti^em gefdbielS^t, fo nimmt man an, 
baß ein Äorper t>on jwei SJolumeneinbeiten andi fo loiel 9Ra« 
terial giebt, alS jwei Äorper öon berfelben 2Crt, wo\)on jebef 
nur eine aSolumenein^)eit ^at Um aber biefe aSorfiellung ju rea- 
liftren, muß man ben erjlen Ä6rper burc^) ©igen ober ©djneiben 

fiert^eilen, woburt^ ein SCl^eil beffclben verloren gebt, unb ba bie< 
er ZW nid^t mit bem Volumen in JBerl(^attniß ftebt; fo flnbet 
bod geometrif^e SSerbiltntß jwifc^en ben SSolumen unb bem will« 
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li<!^en ®elbm«rtl&e beö Ä6r^)erS ni^t mtf}t fn aUtt ©treit« Pä«. 
6ö ftnbet olfo m biefer JBejte^ung jwifd()en ber Scrtlf)§beflimtnuiw 
gewiffer Ä6r}5ct nadS) if)rcm SSolumen ünb ber ber Seweger na($ 
tl)rer 2Crbett eine tJoHfommene Jfnatogie jlatt; benn bie ben In 
ben SKafdS)tnen ftattfinbenb^n Keibungen entfpredljenben Serliifle 
an 2Crbeit entfpred)e« genau ben SSerlufien an SWaterie ober ©«ft^ 
flanj bei ber 3erti)ei(ung ber Ä6rper/ unb bie ^^erftellungS - unb 
Unter^ttungSfojten ber 9Röfd[)inen, wetd^e erforberlid^ jinb, um 
t>erf(t>iebene fiSeweger jur SSerfettigung t>erfcl)iebener Guantititen 
berfelben 2frt t>on Tfrbeit anwenben unb auf biefe SBeife biefe äöe^ 
weger naö) ben t>on if)mn I^ertoorgebrad^ten iäuantitäten Arbeit 
vergleidj^en ju f6nnen, entfj^red^en genau ben Äoften, wetdye bie 
SBerfieuge ober SKafdi)inen üerurfad^en , woburd) Jl6r^er t)on t)er* 
fc^iebenem SSotumen auf foldj^e t)on gleid^em SSohtmen ijururfge^ 
ftilb^t werben. 35ic für fanimttidS)e Ärafte eineö JBewegerö Uxeä)^ 
nete Arbeit fpiett alfo bei ber S3effimmung be§ SBcrtbe^ btefe^ 
aSewegerö biefetbe JRoUe, wie ba6 SBolumen bei ber JBejlimniung 
beS SBert^eS gewiffer ©ubjlan^en. »^lerauS fann man fdjon fd^lie^ 
f en, wie notl[)wenbig bie äBejlimmung biefer ®r5fie in ber S^beorie 
ber ÜRafcbinen unb ber SÄotoren ift, wie man im SSerlaufe bicfeS 
SBerfe6 nod[) naber feben wirb. 

e§ wirb nidbt überflüfftg fein, \)Ut einer (Scbwierigfeit ju 
begegnen, welche man juweilen in JBejiebung auf baS 9Ra§ be6 
SBertbe^ einer ^Bewegung burcb bie ^frbeit, wie wir jie befi'nirt 
boben, erboben ^at, inbem man bebauptet, ba|i bie Seit aucb ein 
eiement be§ SBertbe§ ber ^Bewegung ober be§ 5Eran§porte§ einer 
SRaffe fei, unb namenttidb bie größere ober geringere ©c^nelligfeit 
mit in SSetracbt gejogen werben müfTe. 

3n oieten gaUen ift e6 obne 3weife( mebr ober weniger \>on 
9lufeen, bafi ein gewiffer medbanifcber Sffef t ober eine gew'iffe S5e« 
»egung melj^r ober weniger fdbneßbert)orgebracbtwirb; aHein biefe 
2Crt toon Slulfeen gebftrt ju benjenigen, wetdbc fein beflimmte^ SRafi 
gepatten. 3wei di)nHcbe ^Bewegungen, wie j. 85. ber SEran6^)ort 
jweier 8ajien in t^erfcbiebenen Seiten f?nb in>ei 9?ul^feifiungen t>on 
ganj tjerfd^iebener 9latur, weldbe in iBejiebung auf bie Aiit feine 
geometrifdbe SSergteicbung gejlatten. S^enn c$ übrigen^ barauf 
anfommt, t)ermitte(jl einer 9J?afd;ine eine gewiffe Quantität ib"* 
Itdber ^Bewegungen b^rtjorjubrin^en, fo ifl biefe§ in mzUn gaUen 
nidj^t foftfyleliger, wenn e§ gleicbjeitig, aU wenn e§ fuccef« 
fj\)e gefcbiebt, unb e6 fann baber bie Seit bierbci nicbt in S5e« 
tracbt fommen. SBenn j. S5. jebn SRenfdben jum ^eben i>on ia^ 
flen bejlimmt finb, unb man wi'tnfcbt biefe Arbeit f^neüer ^jerrid^* 
Ut ju l^aben , fo fann man febr wobt gfeicbseitig jwanjig SRen« 
fc^en anwenben, obne bafi e§ mebr Jtoflen oerurfacbt, biefelbe 2Cr* 
bett in ber ^ilfte ber Seit »erridbtet ju befommcn, unb folgtid^ 
fann aucb bier bie S«t im Allgemeinen bei ber SSeftimmung be8 
Sertbe« ber Arbeit ntcbt in S5etracbt fommen. SBenn ferner eine 
2>am|pfmaft|^ine ein SBaljwerf treibt, unb man wtE in einem Za^e 
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I9fft mtht Cifen ))robttctren/ i»te gnoi^^nlt^/ fo fann man gtetc^^ 
jettia iwei folc^er SRafc^tnen aniDenben/ unb aUbann/ olS)ne ba§ 
eS für ein bejitmmte« &ctoiä)t @tfen mebr Noblen foßet/ mit {Yoet 
!Dtafd(^inen in einem Sage eben fo i>iel Stfen probuciren/ aU mit 
einer SRafcbine in ^mei flaitn. j^a man a(fo bie )u einer gewif:" 
fen iabtitation erforberlidi^e Aeit o^m febr betrac^tticbe JCoflenon- 
me()tuna t^erminbern fann, fo fann bie Beit im TfUgemeinen bei 
ber Sejtimmung be$ äBertbeö ber Htbtit nic^t in JBetracbt fom- 
mm, imb n>enn biefeS ^uweilen gefct^eben fann, fo liegen ber Hx^ 
beit gan) frembartige Urfacben }u ®runbe. 

Die Unterfcbeibung jwifcben ber ^tit wnb ber Arbeit bei ber 
SBejtimmutig bed SBertbe^ ber Wtotoxtn ifl ber ^atti analog, loelcbe 
man bei bem 2Cn(aufe gen^iffer ©egenft&nbe pif(i()en ber getauften 
^Quantität unb ber jur Lieferung berfelben erforberlid^en itit mad)t, 
unb obgleich ed oft febr t)ortbeill)aft fein fann, baß bie aUmd()tige 
eieferun^ einer äBaare in acbt STagen ftatt in einem äJ^onate be^ 
enbtgt mirb; fo bleibt bo(t) bie Äuantit^t biefer SBaare immer 
bad «dauptelcment bei einem «^anbel. 

£)er 92ame TCrbeit/ n>elcben n>tr gen>a()(t bab^n, fdE^eint un8 
febr baju geeignet ju fein, einen ^tnaxun SSegriff t>on ber ju be- 
uidt^nenben ®roße )u geben. Denn xocnn man ). S. r>on ber 
Arbeit fpri4)t, welcbe ein ?>ferb tdglicb beröorbringt; fo fiebt 
man (eid^t ein, baß biefe^ ba§ ^robutt aug ber £rafr ifl/ mit 
n>e(d)er baS ^pferb nad) ber 9{idbtung be^ SBegeS jieben fann, unb 
«u^ ber gdnge biefeö SBegeö, ober allgemeiner bä$ Sntegral be8 
9)robu!te$ au^ biefer «Kraft unb bem Elemente biefeS SBegeg. DeS^ 
gleicbeu/ n>enn man fagt, baß ber burc|) ein «Rilogr amm Jtoblen 

(letiefcrte SBafferbampf eine gewiffe Quantität Arbeit b«rt»orbringt; 
b begreift man leicbt, baß biefelbe nicbt^ anber$ i% atö ba6 ^ro- 
buft au^ bem auf ben Kolben ausgeübten Drucfe unb auS bem 
befcbriebenen 2Bege, ober ba« 3ntegral beS ^robufte« au^ ber 
©pannung beS Dampfet unb bem Diferenjiale beS SBeged. 

Die S3ebeutung ber Tln^bvüie 93en>egungSarbeit, Sii- 
berftanbSarbeit/ 9lul^arbeit unb toerlorene Xrbeit, 
toeld)e alle bei ber !2(nn>enbung bcSäBorteS Arbeit in ber Xi^t^^ 
rie ber SRafd^inen oorfommenben Unterfcbeibungen au&brucfen/ 
finb für jicb flar unb beburfen weiter feiner Siecbtfertigung. 

Da baS 2Crbeitgelement baS ^robutt au§ timm unenbltc^ 
tleinen SSege unb einer nacb ber 9itcbtuna biefeS SBeged wirfen- 
ben Äraft ift, fo fcbeint bie ber Ärafteinbeit unb ber gdngenein* 
t)cit, b. i)' bem iCilogramme unb bem SReter entf)>re(benbe Arbeit 
als naturli^^e 3frbeitöeinbeit genommen werben jn muffen; 
allein ba bie gewobnlic^en ®ewe:^er, wie baS SBaffer, bie Spiere 
unb ber Dampf ^d)on in furjer 3eit £luantitdten 2(rbeit b^rt)or^ 
bringen, welc|)e bei biefer (Sinbeit burdb ju große unb unbequeme 
3ablen auSgebrätft würben; fo pflegt man allgemein )urXr;>eitS» 
ein^eit biejenige )u nebmen, weld^e einer iSraft toon 1000 £i(o^ 
grammen unb einem äBege dou 1 !Keter in ber äiidi^ttmg biefer 
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itraft tntfpxiiU^t ^itft Xrbeitteml^ett fd^eint bie sn>e(fm^f igfte )u 
fetn, weil fie weber ju Kein, x\o6) %\x groß tfi, fo böf man webet 
$u oft fBrud^e/ nod[) ju grofle 3al[)ifen anjuwenben btaud^t. ^{e 
TCtheit, welche ein ÜRenfq) tdglidj^ ll)ert)orbrin9en fann, wirb bei 
bfefer Sinl^eit burcb 3ebner, bie etneö 9>ferbe8 In berfetben 3eit 
turtb SKöufenber unb bie ber 2)om»>fmafcbinen ober SBafferfitte 
ebenfalls für einen Sag burcb Se^ntaufenber auSgebrficft, welc^^e 
Sablen für ben gew6bnli(^en ©ebraud) l!)tnreid|)enb bequem {tnb. 

6ö wire ju wünfcben/ baf man für biefe 2(rbeit^einbeit all* 
gemein einen paffenben 9lamen einfubrte, unb einige 9Red^ani!er 
^aben {te Spnamie genannt; allein wenn man einmal eine auS 
bem ®rted^ifd!)en abgeleitete 93enennung anwenben will, fo muf 
man au(b bie grie($ifcl(^en SBurjeln ber ^tuSbrucfe £raft unb 
SBea beibel^alten, unb wir werben unS baber im SSerlaufe biefeS 
aßerfeS jur lBeiei(|)nung ber ÄrbeitSeinbeit bed 2Cu§brucfe6 
»Spnamobe'« bebienen. 6S i{! aber wobl ju bemerfeu/ ba^, 
wenn ba6 ^robuft aui einer £raft unb aix^ einem SBege eine 
®r6ße ber Art fein foH, xotl6)e wir Tixbcit genonnt baben, bie 
Äraft nad^ ber 8iidE)tung biefeS SBegeS ^efcbal^t^wer- 
ben mufl. Sn einigen SBerren, worin 2;abellen über bie tägliche 
£luantit(it Arbeit ber üRenfcben unb Xt)ieu unter «erfcbiebenen 
ttmflanben mitgetbeilt ftnb/ l)at man bie SBege, welcbe ein ÜJfenfcb 
ober ein 9)ferb mit tjerfcbiebenen Saften auf tjerfcbiebenen Arten 
t>on SBegen jurdcf legen fann, angegeben unb baS ^robutt axxi 
bem iBege unb an^ ber Sajl in biefelbe Kolumne mit ben £luan^ 
titdten Arbeit gefefet unb biefen ?>robuften benfelben Kamen ge^ 
geben; allein man mufi, obgleid) bie Eingabe folcber SiefuUatc über 
ben b^^ii^ntalen S^ranSiport oon Saften febr nu^licb fein fann, 
bad ^robutt aui bem SOBege unb ber Saft nicbt mit bemfelben 3la^ 
men bejeidbnen/ wie ia$ |)robuft, wel4)e6 wir Titbeit genannt 
baben. 

SBenn man ba6 9)robuft awB einem IBege unb au6 einer auf 
feiner Siicbtung fenf redeten Jtraft ebenfaHÄ mit bem Flamen Ar- 
beit bejeicbnen wollte, fo möi|e jwifcben biefen beiben ©rfcfien 
eine 2trt oon Äequioalenj ftatt fmben, fo baß man gewiffermaf en 
bie eine in bie anbere t)erwanbeln f onnte, waS offenbar nid^t mJg^ 
li^ ift. ©iefelbe Arbeit fann mit einer auf ber JRicbtung be« 
SBege« fenfredbten Äraft begleitet fein, aber eö fann baburcb feine 
Arbeit b^roorgebrad^t werben, weldj^e auf irgenb eine SBcife t)on 
bem fhobufte au$ bem befd[)riebenen SBege unb einer Slormalfraft 
flbbängt^ unb umgefebtt fann eine gewiffe 2Crbe{t nidt^t einem 
SBeae unb einer Slormalfraft entfprecben, beren 9)robuft in einem 
befttmmten SSerbaltniffe ju biefer Arbeit ftebt. 68 finbet jwifdben 
biefen beiben Arten \)on ?)robuften feine notbwenbige SSejiebung 
jtatt, fo baf man im Allgemeinen nid&t oon bem einen auf ba« 
anbere fd^ließen fann, unb man mufi fie baberaud^nidtjtmitbem- 
elben ißamen bejeid^nen. 
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üßan würbe fogar einen %tt)Uv begeben/ wenn man bem 9)ro« 
bufte au$ einem SBe^e unb an^ einer auf feiner Siiä^tuni fenfred^:: 
ten £taft einen befiimmten S^amen geben wollte/ weil bie beiben 
gaf toten biefe^ ?)robufteö mittetp 51Raf4)inen nic^t in einanber 
üerwanbelt werben fonnen, wie biefeö bei ber Arbeit ber Sali ijt, 
unb j|Wei gleid^e ^robutte in btefem @inne im 2Cllaemeinen nidbt 
auf GJroßen anwenbbar finb/ weldS^e eine gewiffe Art t)on 2lequi== 
oalenj l)aben. S33enn biefe§ unter befonbem Umjldnben jtatt ju 
finben fcbeint, fo liegt ber ®runb barin, baß bie Äraft in ber 
aiicbtung beö SBegeö juweilen eine 3trt üon JReibwng wirb, weld&e 
na^eju bem Siormalbrucfe proiportional ijl, unb bafi alSbann bie 
Arbeit ebenfalls bem ?)robufte au§ bem befcbriebenen SBege unb 
biefem Slormatbrucfe ^proportional iji. SBie ftd^ bie beiben Gle:^ 
mente ber Arbeit in einanber tjerwanbeln fonnen, fo fann biefe^ 
auc^ in bem gegenwärtigen %aUc mit ben beiben Elementen be$ 
anbern ^robufteö gefcbeben; aber nur wegen ber erwal[)nten |)ros 
portionalitat , unb fobatb biefe nicbt mebr fiatt fi'nbet, fann man 
aud) jwei ^robufte axi^ jwel befcbriebenen SBegen unb jwei bar« 
auf fenfred[)ten Ärdften nicbt mel)r mit einanber \)ergteid)en. 

SBenn j. S3. ia^m burcb ?)ferbe auf berfelben 2frt t>on ©tra- 
fen fortgejogen werben, fo if[ ba6 ®mi(i)t ber 8aft nal)eju ber 
3ugfraft, ober ber 2Cn^abl ber anjuwenbenben ?)ferbe, proportional, 
unb ba ficb faft alle gajien jertbeilen unb auf mel&rere gubrwerfe 
tran§portiren laffen; fo folgt, baß nal)eju ebenfo t>iele tiglidbe 
?)ferbefrafte jum Slran^port einer gewiffen ÄuantitdtSBaaren auf 
eine gewiffe Entfernung, aU jum 5£ran6porte einer t)alh fo gro« 
ßen auantitdt SBaaren auf bie boppelte ©ntfernung erforbert wer« 
ben, fo baß man ndberungSweife bie SEranöportfojlen auf einer 
bejlimmten Tixt tjon SQBegen al§ ben ?)robuften aii^ ben txan^^ 
portirten ©ewic^ten unb au6 ben befcbriebenen SBegen proportional 
betrachten fann. Tibet biefe Proportionalität ip ber SSebingung un* 
tergeorbnet, baß man bie2Cnjal)l ber^ferbe, ober bie äugfraft, in 
ber JRicbtung be§ bef^^riebenen S33eae§ alö bem ©ewicbte ber ju 
tranSportirenben 8ajt proportional betradt)ten fann, toa^ toorauö^ 
fel^t, baß man nur ein unb biefelbeStraße betrachtet; benn wenn 
fi^ biefe inbert, fo werben aud|) anbere ©runblagen ber Sledb« 
nung erforbert, eben weil ffcj) bie ®r6ße dnbert, welche wir 3(r« 
beit nennen bie allein bei biefcr 2Crt oon Stranöport angewanbt 
werben fann. SQSenn j. S3. ein gu^rmann für ben SJranSport 
t)on 1000 Kilogrammen auf 10 aReilen eine grad&t t)on 10 Sba« 
lern verlangt auf gewiffen ©traßen, fo wirb bcrfelbe für biefelbc 
gajl unb biefelbe Entfernung 20 SCl^aler gracfet verlangen, wenn 
wegen be§ fcblecbten Supanbeö ber ©traße bie boppelte Jlnjal^l 
t)on ^ferben erforberlicl) ijl, fo baß alfo wieber bie Arbeit, wie 
wir fie befmirt t;aben, bie wa^re ©runblage bei biefen SBeftim« 
mungen bilbet. 
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©eted^nung ber ^Reibungen bei ben ^tntoenbungen. 

§. 60. SBit xDoUen un§ nun mit ben in ben SKafd&tnen jlatt 
finbenben Sleibungen befd^oftigen, tnbeiji wir unö auf bie aUge« 
meinen S&Ue befcbrinten^ wetcbe gen>ol)n(icb bti ben 2Cnmenbungen 
t>orfommen. 

SKad^ ben befannten 8Serfud()cn über bie Sfeibung fi'nbct' jwi^ 
fcben bem 9lormalbrudfe auf bie SSerubrungöflacbcn unb ber Zan^ 
aentialfraft, welche bie Steibung genannt wirb, ein von ber 
©efdbwinbigfcit ber ^Bewegung unabljangige§ fonjtantc§ SJerljöIt^ 
niß jtatt, unb man jinbet in ben 8el)rbud)ern ber praftifcbcn 5Ke^ 
d)anif^bie SEabcUe biefer SSerbaltniffe für bie bei ben ü)?afcl)inen 
am f)a\xfiofim angewanbten fejJen SCbxpcx, 3ur äBeftimmung ber 
Don ben Sieibungen l()errubrenben SScrlujie an Arbeit mu^ man 
fennen: 1) bie auf bie 35erübnmg6pun!te wirfenben 2)rucffrafte 
unb 2) ba§ Clement beö gortgleiten^ ber urfjjrunglicben a5erüb- 
rungöpunfte in 35ejiebung auf einanber wdbrenb be6 ©tattfinbenö 
ber'Sleibung. 35a bie JBepimmung ber Srucffrafte baö 9?dcbjle 
ift, womit man ftcb bei biefer Unterfuc^ung befcbdftigen muß, fo 
wollen wir jutjorberjl an einem SBeifpiele jeigen, welchen ®ang 
man babei befolgen muß. 

SBtr wollen un§ ein fejleö ©pfiem benfen, weld^eö fidb um 
eine borijontate 2Cre brebt, bie mit jwei Sapfen an ibren @nben 
auf fejlen ßagern mit, unb annehmen , baf auf biefe§ @^ftem 
jwei auf ere Ärdfte P,P' wirfen, welcbe in SHormalebenen auf bie« 
fer 3rre liegen, unb beren ÜRomente in SSejiebung auf biefe %xt 
Ppf P'p' ftnb. ^ gerner feien «, «' bie SBinfel, welche bie SJicb- 
tung biefer Gräfte mit ber »^orijontale bilben unb n bejeid^ne 
ba§ ©ewicbt beö ©pflemeö. 

2)ie auf bie ä^pfen wirfenben Ärdfte muffen Jo befcl)affen 
fein, baßjwifcben ben äußern Gräften unb ben Ärdften^, welche 
ben SRolefulen beö^@9fteme6, wenn fie t)6lirg frei waren, bie SSe« 
wegung ertbeilen fonnten, wetd^e fte wirf lieb annebmen, Jfequioa^ 
lenj jlatt finbet. 55a alle Gräfte in 9Jormalebenen auf ber ^Tre 
liegen, fo b^t man feine Komponenten nacb ber 9iid)tung biefer 
Ären ju betracbten, unb fofglidb nur ©leicbungen aufxujiellen, 
welcbe ftcb auf bie Summen ber Komponenten ber in vlormal« 
ebenen auf ber 2)rebung§are be§ ©pffemeä liegenben Ärdfte be^ 
jieben, unb ©leicbungen, welcbe ftcb auf bie Summen ber 9Wos 
mente biefer Ärdfte bejieben. 

aOBir wollen bie 2)rebung§are jur 2tre ber z unb ben SWittel« 
punft eine§ 3apfen§ jum *a;nfang6punfte ber z nebmen, unb wie 
gewobnlidb mit u, v bie bo^ijontalen unb üertifalen Komponenten 
ber ®efd)winbtgf.eiten bejeicl()nen. ^ ©§ feien 4, 4' bie ©ntfernungen 
ber burdb bie ?Ricbtungen ber Kräfte P, P' gelegten SSertifalebe« 
nen t)om 2f nfang^punf te , / ba§ 3ntert)all ;jwifcben ben beiben 
äapfen unb p, p' bie »^albmeffer biefer äapfen, welcbe ®r6ßen 
f&mmtticb alö ^t^ib^n angefeben werben, ferner feien Q, Q^ \>\t 
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auf biefe ä^^lpfen n>trfenben 9lortna(tr&fte ttnb ßf ß' bie Sinfel^ 
welche bte SJic^tunaen biefcr Ärafte mit ben m il)ren SBcrtifatcbe- 
mn, bje auf ber A)rel[)un96are fenfrec^t ftel)en, wenn bic äapfen 
c9Unbnfcl& finb, aejogencn »^otijontalcn bilben, wo biefe toter ®r6f 
fen Q/ Q'/ /?/ F ju beftimmen finb, unb enblid^^ feien f, f bie 
SSerl[)dltniffe ber SJetbungen ju ben 9lormalbrucffraften. 

SBenn man bemerft, baf Q unb /Q auf etnanber fenfred^t 
ftnb, fo ift ber @tnu§ be§ SBinfelS; welchen bie Sleibung /*Q mit 
ber ^^orijontale bilbet, offenbar = — cos^ unb ber ÄofinuS bef^ 
felben SQSinfelö =sin^, unb ba bie Ärafte P, V nacfc ber SSor- 
auSfel^ung ba§ ©pjiem im entgegengefefeten ©tnne )u bre^)en jlre- 
ben ; fo aeben bie fecIS)^ ©leicbungen ber 2Cequioalenj ber auf einen 
feften Äorj^er tt)ir!enben drifte bie fimf folgenben ®(eic|)un9en/ 
inbem bie fed[)§te oon felbjt erfüllt wirb, xoi\\ jte fidS) auf bie 
©umme ber Äom^jonente nad^ ber Stic^tung ber SiotationSaye be^ 
jiefet/ welc^je fammtlid[) SluE ftnb: 

«. « du 

2 - . -jT =Pcos«+P'cos«'+Qcos^+Q'cos?'+/Qsiii^+/*Q'sin^', 
2 7 . J=Psina+P'sina'+Qsm^+Q'8in^'-/'Qcos^^Q'co8^', 

2 2-z J=^Psma4-4'P'sin«'+/Qsin^— yQcos^, 

2 2-z~4Pco8a + 4'P'cos«' + /Qcos^ + yQ8in/J. 

SBSenn S ben SBinfel bejeiclS)net, wetcl)en eine burcl) bie DreJl^ungSs 
are gelegte Sbene befc|)reibt, inbem fte mit bem ©^peme l[)erum* 
bewegt wirb, unb r ben t)on ber 2Cre nacb einem beliebigen ?)unf te 
be6 Jt6r^)er§ gejogenen Sf abiu§t>ef tor ; fo Ij^at man: 

x = r^Qh^, y = rsinS, 



folgli* : 



dd^ d^ 



du /^drJ\^ d^d- dv fdd\i , d^» 



d& 
ober wenn man "5^=0 fefet: 
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rf« « den dv - . <*» 

Siermtttelff tiefer SBertl[)e t>em>anbeln ftd^ bie fünf @(et(l[^un^ 
gen ber {Bewegung in folgenbe: 

CO* _, l dco^ 

= Pcos a + P'cos a'+Qcos (J + Q'cos ?'+/*Qsinp+/*'Q'sm ^', 

co' 1 (/co 

=Psiii a+P'sin a'+Q sin ^4- Q'sin /5'— /"Qcos ^— /' Q'co» ^', 

1 <fco 
co' 1 rfco 

— — 2py2+ j . — 2pa:z=4Psiiia+^'Psiiia'+/Qsin?— i/Qcos^J; 

eo*^ 1 dco 
^xz^ - . — 2pyz=^Pcosa+^'P'cosa'+/Qcos/3+^siii/i. 

©ei beti gen>6f)nlicl)en Änwenbungen liegt ber @d()tt)erj)unlt 
be6 @9Jiemö auf ber 2)re^ungSa):e, unb eö ip folglich: 

Serner mirb ber ^6r)^r gem6()nlicl^ t>on einer Siotattondfl^dt^e be< 
grenit, beren 2fre mit ber 2)rel&ungöare jufammenföllt, ober we« 
nigjlen6 ijt biefer Ä&r^)er in JBejie^ung auf bie gbene ber xz unb 
bie ber yz f^nunetrifc^, unb folglid^ l^at man : 

weit biefe Summen au6 ©liebern befleißen, n)eld[)e ^jaarweife einan* 
ber gleii^ unb t)an entgegengefel^tem äeidtjen ftnb. 3n biefem gaffe 
tjerwanbeln fic^ alfo bie ffinf ©leic^ungen ber Bewegungen xn 
fotgenbe : 

(1) Pcosa+P'cosa'+ Q(cos^+/)sin^)+Q'(cos^'+/' sin^0==O, 

(2) Psina+Psina'+ Q(sin /5— /cos^) +Q'(sin^'— /*' cos^O=0. 

(3) 5^.2?.r« = Pp-P'p'-/Qp-/'Q'p', 

(4) 4P sin « + 4'P' sin a' + /Q (sin /3— /^cos ^) = , 

(5) 4P cosa+ 4'P'cosa'+ /Q (cos^ H-^sin^) =0. 
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®e|«n wiv: 

^ IQ (sin^- /•cos^)= Y; Q'(sm^' -f cosß') =Y'; 



fo geben bie ©leid^ungen (1), (2), (4) unb (5): 



(8) 



(9) 




^ COS a + ^P' cos a' 
^ sin a H- ^P' sin a' 

(1^0 P cos g + (ü~0 P^ cos et' 

l 
a-OPsina + a-g*)Fsina^ 



Um bie ?>unftc^iu finben, worin bie 9iet6ungen ftatt ftttbeti/ 
muß man bie ®r6|cn cos/?, sin^, cos^', siii^' bejlimmen. 
3Cuö ben ®leic()un9en (6) ergeben ftc^) aber bie 5(u§brucfe: 

X— /^Y , Y— /^X 

(10) c<>«^=Q(i+n*^ ^^'^^==^Qa+n*^ 

(11) eos?'=ö^[l+^' ^'^^'=0^(1^' 

tn xotl^t man für Q , Q' iJ)re SBertf)e (7) unb bann für X/ Y, 
X', Y' il^re SBertl^e (8) unb (9) fefeen mußte. 

3ur aSereinfac^ung ber 9ie(J)nungen moUen wir mit <p ben 
SBinf et bejeic^nen , beffen Tangente f ift , burdj) R, R' bie refp. 
8?efu(tanten au6 X, Y unb X', Y' unb mit a, a' bie SBinfel, 
welct^e R/ R' mit ber »^orijontale bilben, unb enblidf) wollen wir 
annel^men, wie e6 auc|) gewo^nlid) ber gall ijl, baß bie SSer^dlt^^ 
niffe / unb f einanber gleid) ftnb. 

©a bie Äraft R bie JRefultante au§ ber Summe X ber l[)Os 
rijontalen Komponenten t>on Q unb t)on ^Q unb mi ber Summe 
Yber t^ertifalen Äomiponenten biefer beiben legten Ärafte ifi; fo 
%at man: 

R=fxq:::5p, 
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unb ta ^ =cas^ tfi, fo imnMniMn fiA bie SBert^ wn 

Q inib Q' in folgmbe: 



Q = R cos ^, 
Q'=R'cos f, 

tmb auf erbnn ^f man : 

X .= R cos a, Y ^ R sin a, 

X'=R'cosa', Y'=R'sina'. 

Sermtttelft biefer Senbe tftnnen bte ®(et((^nnaen (10) tmb 
(ii), wefal^e bie SBertbe t>on sind, cos^, sin^% cosp"" geben, anf 
fatgenbe Sonn Qtbxad^t werben: 

cos^ =cos (a+fp), sind =sin(a4-^)/ 
cos^' = cos(a'+<p), sin /J' = sin («'+<?)/ 

ioorau6 folgt: 

3 = a+(p, ß^=af + (p, 

2>ie in ber ®tei4^nns (3) Dortommenbe ®tb^e S - r< wirb ge« 

lo&l^nltcf^ ba6 Trägheitsmoment beS Spftemed in SSe^iel^ung 
anf bie Sre^ungSare genannt, itnb n>enn man bajfelbe mit k be« 
ieict)net; fo fann bie ©leic^ung (3) auf folgenbe gorm gebrad^t 
werben : 

i/co 

' Ä = ^P-^'P'- sin <? (Rp + R'pO/ 
ober wenn man p' = p fe^t, wie e8 ^iuffg ber %aU ift: 

k — =Pp-.p'p'_ psin<ji(R4-R'). 

2)iefe ®teid()ung bicnt ;iur JBejlimmung ber SBinfelgefdf^winbigfeit, 
wenn man *^^ Gräfte P, P' für jeben 3(ugenblicf fennt. ®en>6l()n^ 
1x6) finb biefe Ärafte ju einanber paraUel, ober auf einariber fenf* 
rV^^t. SBenn fic parallel finb, fo wirfcn ftc gcwj^nli^^ nac^ ber 
JRic^tung ber aSertifale t)on oben nac^ unten, unb wenn man bie 
Are ber y in ber g{i(lf)tung biefer Ärafte nimmt, fo ^at man: 

a=5=a'=270*, sina = sina'=— 1, cosa = cosa'=sO, 
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fbljli*; * 

&i tfi mtt|)tn: 

Q=Y, Q'=Y'; 

aber: 

a = o' = 90», sma=sma'= 1/ 

tolglt* : 

Y==R, Y'=R'; 

olfo: 

R+R'=Y+Y'=P + P' 

unb bte ®Ietd()ung für bte SEBtnfe(6en>egung oemanbe(t ftc^ in foU 
gcnbc : 

k j^ =Pp— Pp' — pco89>(P+P0. 

aSenn ble Äräfte P, F auf einanbtr fenfred^t ftnb/ unb a=sidO*, 
«'=270« tjl, folgltd»: 

sina = 0/ cosa = — 1/ sma' = — 1, cosa'=0/ 

fo fommt: 

X-^ Y-^ 

%u< ben ®Ui(|>ui^en: 

XssRcosa unb Ys^Rsin^a 

r 

ergibt fvä)t 



X 

tango^Y*/ 
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tanga= ^, , 
t 






Die übrigen ®r6f en werben wie in bem allgemeinen gatte 
Wlimmt. SBenn bie Äräfte P/ P' wÄ^renb ber ^Bewegung ber 
@T6$e unb 9tidl)tung nad^ fonftant ftnb/ fo werben bie t>on ben 
äapfenreibungen l^errul()renben SSerlufie osi Arbeit für, bie ©efunbe 
au6gebrüdt bur(l(^ : 



25mp/Q unb 2nn^f'Q!, 
brtlcft burc^: 



wo n bie Tfnjall^l ber Umbre^ungen in ber Seiteinbeit bejeicbnet/ 
itttb wenn /' = /> p' = p ifl, fo wirb ber SEotatoerlufl au6ge- 



2^«pAQ+Q0, 

wo bie ©nicffrÄfte Q, Q' nad(> ben friib^ni fjormetn bered^net 
werben'. 



Äerei^nung be$ ©rutfe«, »eldjen j»et 3d^ne be« Stngnffe« jweier Slotationds 
f^flem«/ bereit ^Bewegung nx^t öletd)fömif9 ift, auf emanber ausüben. 

§. 61. SBir wollen nun jwei JRotationöfpjleme betracbten, 
welche in ä^Pfenlagem rubeu/ unb in ibrer ^Bewegung burcb ben 
Eingriff xweier äabnrdber mit einanber oerbunben unb beren Ä):en 
paraUel ftnb. Sßir wollen annebmeu/ baß eine ))on einem belie- 
bigen JBewe^er b^rrübrenbe JEraft P (gig. 11) auf baö erjle ©p- 
ftem in A m einer Entfernung p toon ber ©rebungöare biefeS 
©pftemeö unb .eine SBiberjlanbJfraft P in C auf baö jweite ©p- 
ftem in einer Entfernung p' t)on feiner DrebungSare wirft; fo 
entflebt in bem IBerubruttgd))unfle B jweter ^h%nt beS Eingrif e6 
em gegenfeitiger 2)rud Q^ welcher nacb ber Stidbtung ber Stormale 
in bem äöerfib^unaöpunfte wirft. SBenn man fid^ burcb ben ?)unft 
B- tine auf ben oeiben ©rebungöaren fenf redete Ebene benft, fo 
Wflinimt btefelbe auf biefen 3fren iwtx fünfte ^ welcb^ xaaxi bie 
SRittel^)unfte ber beiben @9|teme nennen fann. 6« feien j/j' 
bie a\x% biefen SRittel|>unf ten auf bie SRormale im ?)unf te. B unb 
8, s* bie (k\x^ benfelben ?)unfteli auf bie Tangente gefättten ^er^^ 
penbif el. %ttmx bejeidbne f ba$ SJerb^ltnifi ber SReibung }um 
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©rucfe, fo lifit fiel) bic ^cgcnfeitiae ©inwjrfung ber bciben Bit^ne 
im ©erül^nmgöpunftc in eine Sformalfraft Q unb in eine SEan- 
gentialfraft /*Q jerlegen. 2Bir wollen jitnicbfl bie äopfenreibuns^ 
gen unberücffic^tigt laffen, mit o bie SBinfel9efct)minbi8feit be§ 
erjlen ©pjlemeö unb mit * baö SErigl^eitSmoment beffelben in 
SBesiel&ung auf bie Drel^ungöaye bejeic^nen; fo ^aben wir bie 
Oleic^ung ber SBomente: 

k ^=Pp — QqlPfQs. (A) 

9Benn wir burd) biefelben accentuirten S3u(l()t}aben bie ana^ 
logen ®r6^en für baS jweite ©pfiem bejeidt)nen^ fo ^oben wir bie 
jweite ©leid^ung: 

t' ^' = - P'p' + Qq' dz f Qä', (B) 

wo bie SSBal^l beö obern ober untern äeid&enö t)on bem ©inne be« 
©leitenö, weld(jer fid() nad) gewiffen JBebingungen dribern fann, 
wie wir fpdter jeigen werben, abl)dngt. 

©ie S33in!elgefcl^winbig!eiten © unb o' finb burd) bie ©ebin^ 
gung ber äBerübrung mit einanber t)erbunben; benn wenn man 
bie S3ewegung wdl)renb eines unenblid^ fleinen 3eittl()eilcl^en6 be^^ 
tract)tet, fo fann man annel[)men/ baß ba6 SBerubrungSelement ^sa^ 
rallel ju ftc^ felbjl fortrücft/ unb wenn alSbann bie S3erübrung 
no(^ jtatt fmben foll ; fo muffen bie ®efd)winbigfeiten beiber Ä6r^ 
per im JBerübrungSpunfte gteid e Slormalf omponenten ^aben. Aber 
biefe SWormalfomponenten be§ fleinen roon bem S5erübrung§|>unfte 
befd()riebenen 2Begeö ffnb refp. ben in berfelben Seit t)on ben Suf^ 
punften ber ^erpenbifel y, q* befcbriebenen fleinen JBogen glei^, 
unb ba^jidj) biefe ?)erpenbifel wd^renb berfelben Seit nur ,unenblid[> 
wenig dnbern; fo fann man biefe fleinen Sogen/ al6 .Kreisbogen 
Don ben »^albmeffern q, q* betrad)ten. 2)ie JBebingung il^rer 
%U\6)\ji\i wirb folglidj) auSgebrüdft burc^: 

2)a bei ben gew5l^nlic^en 8Serjal)nungen ber ©etül&rungSpunft 
jweier ädlf^ne nal^eju in ber ebene ber beiben Ären liegt, fo ftnb 

bie 8Serl()altniffe - jr einanber gleid[). SBenn man Q jwifd)en ben 

@Iei4)unaen (A), (B) eliminirt unb bie ®lei(l^l(ieit biefer gJer^dtt« 
niffe berucffidt^tigt, fo finbet man: 






Digitized by 



Google 



— 139 - 

unb ia au8 ber SJetation qdG> = q'dco* folgt ? ^^7 — v X' '^ 
t)emanbclt ftdf^ bic leiste ©Icid^img in folgenbe: 



7' 
ober : 



(^r^-p.^-m. 



'(*+''^)i==>^-'">'? 



SKan fann bicfc leiste ©(cidntng Iclci^t im ®ebdd)tniffc begatten/ 
wenn man bemerft, baß man für ein SJotation^f^ftem/ wenn bie 
3a|>fenreibungen wieber unberürffidjtigt bleiben, i)atU: 

Um alfo auä) ba6 jweite @t)ftem in S3etrad)t ju jiel)en, mul== 
tiplicirt man ba§ SRoment be§ SBiberjtanbeö P' biefeö jweiten 

@9fiemea mit bem Äoeffi'cienten 4 imb abbirt jucjleidf) ju bem 

Sragl^eit6momente A: beö erjlen iSt)fteme6 ba§ ^robuft au§ bem 
SCraglj^eitömDmente *' be6 jweiten unb au§ bem Sluabrate be6 

IBert)d(tniffeöV 

SBenn bie JBerü^rungSebene in bem S5erul^rung^i;)iinfte ber 
beiben Sdl&ne burdj) bie 'Ären ber beiben ©vjleme 9ef)t, wie biefeö 
amhi)nlid) ber gall ijl/ unb man bejeic^net mit r, r' bie tjon^ben 
SRittelpunften ber ©pjteme mä) bem S3eru^run96^)un!te ber 3al)ne 
aelf)enben JRabient)ettoren ; fo ift y=r, gr' = r' unb bie vorberge- 
^enbe ®Uxi}unQ für beibc ©pjieme t)erwanbelt ffd) aBbann in 
folgenbe: 

woraus folgt: 

©a in biefem galle s, ä' 9lult/ ober wenigjlenS fel^r flein fttib/ 
fo \}at bie Steibung in ben obigen ©leid^ungen (A), (B) nur we^^ 
nig einftuß, unb man fann fe^en: 
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SBenn man in bte erfte btefer itibtn ©teid^ungen ben SSertl^ t>on 
^ fubflitutrt, fo finbet man : 



Q_ ÄP'pV+Ä'Ppr 






P« 

3«r »ereinfödi^und biefcö SSBertH woUcrt wir -7 = Pi / 



py 

— = P'i feigen, fo fommt: 



0=*^ 



r.P''+7^Pi 






gur bie Äoefftcicntenj;^/ ^fann mön Oewfdjjte Ü, n' fe^eriy 

wcld^e in bem S5erülf)run36punft< ber Sa^ne angekadjit/ in Säe- 
jici&ung auf bte refp, Ären ber beiben betrad^teten ©pffeme bie^ 
felben airdgl^eitSmomente {)aben würben; benn e6 wäre alSbann 

j. JB. Ur* = Ä, folglii!^) ^z=z U, unb man fann folgtidt) feigen: 
^ nP'i + H'Pi 

2)iefe ®tetd[)una l5ßt ftd^ leicbt auf ben Sali me][)rerer rotiren- 
ber ®t)jieme erjiretfen, unb man würbe al§bann fi'nben, ba^ n 
baö ©ewtc^t beje?c|>nen müfte, weld^eö in bie JÖerül^rungS^Junfte 
gebra^^t unb mit einem ber berübrenben ä^bne feft »erbunben, fo 
baß eS beffen ©efcbwinbiafeit anndbme, biefelbe lebenbige Äraft 
baben würbe, al6 bie ©efammtbeit ber Slotattonöfvjleme, welcbe 
auf ber biefem 3abn entfpred^enben &titt liegen, unb ba§ ®e^ 
wicbt n' würbe für bie bem anbern Sabne unb ber anbern Seite 
ber JBerfib^wna entfiprecbenben 9iotation6f9Jteme eine ganj analoge 
äBebeutung baben. 

ÄuS bem t)orbergebenben Äu^brudPe Don Q ergiebt ^d) alfo 
folgenber gebrfal^: 

SBenn man für einen Snbegriff rotirenber @9^ 
fteme, xotlä)e einanber burdb SSer^abntingen in Sewe^ 
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wegung feigen, ftttr jebe @ette ber Seräl)rung in itx 
£)rbnungobet Solge bet Uebertragung bet S&exot^ 
gitna bte Straft beredE^net^ n)e{d|^e in bem Säexüi)txin^^f 
pnnhe an^ehtaä)t, alte übrigen* erfefeen.lan«/ fo 
wie ba§ ©ewicbt, n)eld)e§ in biefem |)unfte, mit bem 
3al)ne fefi üerbunben, ölfo feineSefd^winbigf eit i)a^ 
benb, biefetbe lebenbige Äraft boben würbe/ aU alle 
JRotationöfpjteme attf biefer ndmlid^en Seite, bann 
jebe Äraft burd^ ba6 ber entgegengefefeten ^eite ent* 
f:t>tedS)enbe ®trox6)t multi)>licirt unb bie (Summe ber 
9)robuf te burcb bie (Summe biefer ©ewicbte bit>ibirt; 
fo txi)aU man ben 35ru(f/ welchen jwei Saline wil^renb 
ber I6en>egung auf einanber ausüben. 

SBenn bie Ärafte P, P' in einer fol4)en S5ejiel)ung }u ein* 
anber ftanten, baß fie weber Bewegung l)ert>or bringen, nod) bie 
bereit« ^attfinbenbe SJemegung »eranbern ffcnnten, b. b- »«nn 
biefe Jirafte einanber ba6 Sleic^gewid^t l^ielten, fo waren bie ffn? 

Wirten Ärdfte Pi, P'i einanber gleid^, unb man i^ttz folgtict) in 
tefem ^alle: 

Q = P, = P, 

mit befannt tfi. 3(t6bann t)erf(^winben bie SlrdgbeitSmomente aü 
gemeinfdE^aftlidS^e gaftoren, wie ju erwarten war, weil bie 2Cufl6- 
fung ber 3(ufgabe nur nod() oon flatifd^en SSetrac^tungen ab^n^t. 

Tiu^ ber i9orlS)ergebenben Formel (Z) ergibt ft<l^ eine wichtige 
unb wol^i }u bead^tenbe ffolgentng. 

S3ei üielen Änwenbungen ift nimlid^ bie ' SBirfimg einer ber 
JErafte, j. JB. Pi intermittirenb, b. t). bie Sntenfttdt biefer 
JEraft inbert jt4^ aud) w^brenb beffelben Umgänge« be« @9fieme« 
betrid)tli4>/ wa« namenttidf^ ber gall ift, wenn »Jammer, ober 
®tam})fer in Bewegung gefefet werben foHcn. Sn biefem Salle 
wirft bte Äraft P nur nad) 3ntert>atten , inbem fie in gewiffen 
Äugenblirfen SRuU ijl, unb bann wieber mit einer }iemtitlj> betrddS^t« 
iid)en Sntenfttdt wirft. SRun fiel)t man aber an^ ber t^or^erge? 
()enben ©leicbung, bafi ber im S3erul^rungdf)unfte ftattftnbenbe 
©rudf Q jwar feinen SBertl^ mit Pi' ju gteicber ^tit inbert; 
ober boö) um fo weniger, je f leiner ber Äoefficient »on Pi' gegen 
ben üOtt Pi ifl, fo baß folgli^ ber ßinfluß einer ber Gräfte P/ 
auf ben Drucf Q burd) bie ®r6ße be« Äoefficienten n' für ba« 
entfprec^enbe (Softem t)erminbert wirb. SBill man alfo ben £)rucf 
iwifdjen ben Salinen eine« Sliberwerfe«, welche« bie ^Bewegung 
auf einen großen ®d[)miebebammer übertrcigt m6glicbjl glei(^f6rs 
mig machen, fo muß ba« Sftotationöfpjlem jwifct^en ben S^bnen 
nnb bem Jammer in fi3e)iebung auf ben Sßertt^runggpnnft ber 
d^ne ein m&glt4)fl große« S^rdg^itSmoment \)abtn, 

Sßenn man nad^ bem im S3eröl^rung«:punfte ftattftnbenben 
S>tnäe Q bie ^Reibungen berecf^nen will, fo bxa\x(i)t man ben ^ru4 
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juöorbctji nur nad) bcn tjorlf^ctg^ljenben gormeln ju bered^nen, in« 
bem man bie äieibungen unberucfftd^tigt lä^t/ unb bann ben fo 
erl^altenen SBertb t)on Q jur SSered&mtng biefer Slcibungen an^ 
wenbit. 2)et l^icrbei begangene geiler ijl offenbar febr flein. 



Sdeibung ber ^al)nxäbcxmxh. 

§. 02. Um fogleidb alte m69Ud)ett ^hUe in biefelbe gormel 
jufammcn ju faffen^ wollen wir anncbmen, baß bie gbenen ber 
beibcn tldber einen gewiffen SJinfel ^ miteinanber bilben, unb 
biefe 9?abcr folglid) Äegelrdber jtnb. 2Bir wollen mit Q wie^ 
ber bcn im SSerübrung^punfte jtattfi'nbenben 9iormalbrucf bejeidb^ 
nen, fo iji berfelbe nabeju auf ber (ibent ber 2)rebun9öaren fenf« 
recbt unb r, r' feien wieber bie (Sntfernungen bed fflerübtungd« 
punfteö t>on biefen 2C]cen. gerner feien ^, ^' bie febr Keinen 
Sßinfel^ um welche ftcb bie beiben Sl&ber in einem beliebigen Un^ 
genblicfe ber 25auer ber äBerübning ;^weier 3öbne üon bzm Äugen- 
bticfe an, wo ber äBerübriingSipunft in bie ßbene ber Ären tritt, 
gebrebet baben. 35a bie 9lormal!omponenten ber ©efcbwinbigfei^ 
ten ber JBeriibrungöpunfte vermöge ber JBebingung ber SBerub' 
run0 felbjl gleicb fein muffen . fo b^ngt bie ©efcbwinbigfeit bed 
©leitenS cber bie relatit)e ©efcbwinbigfcit nur Don ben SEan» 
gentialfomponen ten ber .wirfUdben ©efcbwinbigfeiten ab, SBenn 
man ferner jwei gteicbjeitige ©efdbwinbigfeiten «, ü' betracbtet, 
wetcbe burcb bie geraben Sinien AB, AC (gig. 12) bargejlettt 
werben, fo wirb bie refultirenbe ©efi^winbigfeit burcb bie britte 
©eite AD beö 25reiecfe§ ABD auSgebrucft, welcbeö man erbdtt, 
wenn man bie beiben geraben Sinien, welcbe bie ©efcbwinbi^feiten 
barflellen, mit ibren ©nbpunften in ibren urfprünglid()en JRicbtun- 
gen aneinanber legt. Aber für bie relative ®efcbwinbigfeit, 
b. b- für bie JRefuUante au6 jwei ©efcbwmbigfeiten AB unb 
BE = AC, wot)on bie letztere eine ber früb^i^n entgegengefelfete 
Sticbtimg bat, ift bie britte (Seite beS Sreierfeö ABE ober bie 
britte Seite BC beö 2)reiec!e§ ABC, welcbeö t)on ben beiben t)on 
bemfelben *J)unfte A au§gebenbcn gegebenen ©efdbwinbigfeiten ge.^ 
bilbet wirb, ber geometrifcbe Äuöbrucf. £)ie abfoluten ©efdbwim 
bigfeiten tn bem ©erubnmgSpunfte finb für einen beliebigen 3CU5 
genblicf: 

d« "" dt ' 

unb wenn xadn fie auf bie »erfibtungöebene, welcbe febr wenig 
V)on ber ebene ber 9lotation«are »erfcbieben ift, projicirt; fo \)at 
man : 
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•/ unb 



dt ' dt 



®cr SBinfel, weld^en bicfe aangcntialf omponenten mit cinon- 
ber bilben, ift ferner bem SBinfel S gleidj, weldjen bie Ebenen 
ber beiben Stdber mit einönber bilben unb bie ©efdjwtnbigfeit be6 
®letten§, »eldje burd^ bie britte ©eite bea au§ btefen beiben Äom^^ 
ponenten fonjlruirten ©retecf e6 au^gebrurft wirb, ijt folglid) : 

1 ^ 

. 7l f »»i^V^^+r'^^'^rf^'«- aiy^^^^^rf»^««»^'. cos 6 ' 

2Cber bie abfoJuten @efcl()n)tnbi9teiten finb U^x xomi^ t)on ben 
Slormalgefctjwinbigfeitcn »erf^Meben/ »eil bie fiSetubrungöebene 
fe^r ypenig t)on ber @bene ber ©rel^ung^axe \)erfcl()ieben ijt/ unb 
ba bie SRormalgefc^winbigfeiten einanber gleich fein muffen, wenn 
bie S3erül[)run9 ber 3abne jlatt fmben foU; fo muffen aud^ bie 
wirflid^en ©efcbwinbigfeiten nal[)eju einanber gleid) fein. SKan 
fann bat)er fefeen: 

rf« dt 

unb ber i?or^ergel)enbe 2Cu6brucf t)erwanbelt fi4) mit^)in in fol^ 
genben : 

rd^ ■- 

--^ r '•^' + ^'^ — "2.%^' co»6' 

asaenn », »' bie 2fnjal)ten ber 3a^ne ber beiben Äaber bejeid()nen, 
fo l)at man: 

w'S' = w^, folglich ^' = 7"- 
2)ie ©efd^wirtWgfeit be6 ©leitend wirb folglid^^ au^gebrucft burc^: 

rn.Jd& / 1 1 ' 2co8cy 

dt V «* + n'» ~^«»' • 

£a8 ber 9teibung entfpred^enbe 2Crbeitäe(ement wirb erhalten, wenn 
man biefe ©ef^winbigfett mit fQdt multt))licirt/ wo f wiebet 
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baö S3«rl^&Itnt{[ ber SUtbun^ ju bem S>rutfe Q b(}et(l^net/ unb 
folglid^ wirb biefe§ 2(rbeit6el«ment auögebrfirft burc^: 



/'QmSti» \/;i-+ 



I ^cosS 



X>a bcr 2)rurf Q tpal^renb ber ©auer ber SBerull^rung jweier 
Soi^ne öl« fonjiant bctrad^tct werben lann, fo integrirt man ben 
iDorl^ergel^enben 3(u«brudf tn btefrr S3orau«fe^ung. 2)te jtotfdl^en 
ben beiben Sahnen toon bem 3Cufletiblirfe an, wo il^te JBerfill^ruiia 
in ber @bene ber S^rel^ungda^en flatt ftnbet/ bt« ju bem 2(ugen« 
blicfe, wo baS erfle JRab ben SBinfel ^i bef^rieben bat, flott ffn« 
benbe Sietbung fonfumtrt alfo eine Quantität 2Crbett, welche au$«' 
gebrucft wirb burci) : 



1 fQm^.^s/-^+±- 



2cob6 



X>it bem 9lorma(brudfe Q wib^^nb berfetben äeit entf)>rcs 
dbenbe Öuantitdt Arbeit ijl gleich Qr^i , unb wenn man fie mit 
T bejeicbnet, fo wirb bie toon ber Sleibung fonfumitte iQuantitdt 
Arbeit auSgebrficft burcb: 



rM.Tv/^+-^ 



3cosJ 



2Cber wenn man in bem Äiigenblidfe, wo bie JBerubrung jwi^ 
[eben ben beiben betrachteten äabnen aufbort, jwei anbere Sabne 
in ber gbene ber 2Cren ficb ju berubten anfangen, wie bie beiben 
erff en, fo iji n^i = 2w, unb bie ber Sleibung entfpredbenbe Arbeit 
wirb folglid^ auSgebriidPt burcb: 



^f^s/i- 



1 SeoiJ 



©a berfelbe ÄuJbrudf auf alle fuccefftoen ^aare t)on 3ib«en an^ 
wenbbar ift, fo btand^t man, um bie ber 9{eibung entf^redb^nbe 
Arbeit für me gegebene 2>auer ber JBewegung ju erbalten, nur 
T alö bie bem 2)ru(fe Q für biefelbe £)auer entf^)recbenbe Arbeit 
.JU betrachten, unb ba biefe Arbeit T wenig oon ber auf ba§ JRab 
übertragenen Arbeit toerfcbieben ifi; fo fann man bie eine für bie 
anbere nebmen, b. b- bi^ Sapfenretbung unberütfffcbtigt laffen. 

e§ fann gefcbeben, baß bie S3erübrung ber 3ibne unter 
ber ebene ber 2)rebung«aren anfangt. SBenn man aWbann für 
biefea ©leiten benfelben Äoefficienten f nimmt, mb mit ^^ ben 
äBinfel be5eid)net, welcben bie burcb ben S3eräbrung«t)un(t ge- 
benbe Sleribtanebene toon bem anfange ber fBerübrung an M )u 
bem TCugenblicte betreibt, wo ber Ser^unfli^unft 'tn bie @biiw 
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bct Xftt^n^iitm fhüti fo i^at man fAt bie Ut tfUifmn^ ber B<i« 
ben $if)n( an emanber entf^re4)enbe %x!btit ben %u<btu(f t 



i-«/'Q»-(*iH-»,«)\/;i-+;j^ 



3ooi(^ 



aStr tvoUen ber ^r^e n^egen ^jssad*! fetten/ fo ifl: 

T=Qr&,(I+a), 

folglich: 

»Qr»i«(l + a)a=27rT, 

tmto «Demi man biefe Stelattonen antDmbet; fo tx^ilt man f&r bie 
bet Sietbung entfpred^enbe Arbeit ben Ttudituät 

fmH + ct») / 1 1 2C0SC? 

weld(>er für «=1 ober ^j=^i/ b. b- tt>enn bte flSerfilj^runa ber 
3Äbne In gleicl^en SBinfelabpinben unter unb über ber gbene 
ber £)rel!^ungSa]re anfingt unb auf^irt/ ein SKtnimum toitb, 
mtb iji aUbann nur l^alo fo grof / alff wenn bte jBerübrung ber 
3äbne gonj auf berfelben @eite ber Sbene ber Drel^ungSairen 
^att ffnbet. 

SSenn bte 9tibtx in berfelben QUnt, aber aufierbalb einanber 
(legen / wie biefed gem&bnU(b ber %aU ifl) fo ifl 9=180^ alfo 
eos8=— 1 unb ber t)or|erge]E)enbe 5Cu8brudf rebudrt |t<^ aWbann 
in bem S<^tte be6 SKarimumg/ b. I). für a = ober für 
afcoD auf: 



^•^G + ir) 



£)tefer Ie|te ZtObtutt für ben t^on ber IRetbung ber SSetja^nuns 
gen Ij^errübrenben SSerlufl an Arbeit wirb gen)6l()nltd(> angenoanbt 
unb räl)rt loon ^oncelet b^. 

SBenn ba^ eine 9{ab in n erb alb beS anbern liegt/ fo iji 
3=0, folglich cos3=r:l unb ber Äulbrudf für bie bit«b bieSUi* 
bung toerlorne £t.uatttit&t 2Crbett ge]E)t atöbann in folgenbe über: 

10 
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beffen fßtxt^ offenbar t>iet ftdner ift, aU wenn ba* eine Stab 
aufler^alb bed anbem liegt * 

SBenn bie 5Berja][)nunaen neu jinb, fo berührt jtcb immer nur 
ein ?)aar Don Sabnen, obgleid) bie SSerjabnungen fo ^eingericb^tet 
ftnb/ bdfi ftdb iugleicb mebrere $aare t)on Säbnen berubren mu^^^ 
ten. 3n tiefem galle bejeicbnen «, w' in ben tjorbergebenben gor« 
mein nidjyt mebr bie Änjabten ber Sibne ber 9tiber, fonbern blo§ 
bie Änjabten t)on 3ib«^n, wetcbe ficb »ib'^^nb einer Umbrebung 
berübten. SBenn $.85. bie JBerübrungen jmmer nur um ben^jwei^ 
ten 3öbtt ^c^tt finben, fo werben bie üoh ber JReibuna berrübren^ 
ben JBerlufie an Arbeit »erboippelt/ weil fie im umgecebrten SSer^ 
bÄItniffe ber 3ablen n unb w' ffeben, unb biefer äujlanb berfBer^^ 
^abnun^ bauert fo lange fort/ bi6 bie einanber beräbtenben 3&bne 
bmd) bie Steibung fo weit abgenufet ftnb, baf bie übrigen einan- 
ber aucb erreidf^en unb auf einanber wirfen. gö ift alfo ber oon 
ben 9{eibungen b^tröbrenbe SSertujI an Tixhtit bei ben fcbon einige 
3eit 0ebrau(bten JRdberwerfen nicbt bloS bcöb^lb geringer/ weil 
fi4> bte 3ibne an einanber abgefcbliff^n ober ipolirt babeu/ fonbern 
weil al6bann ber @ingrif erft ein regelmäfiiger wirb. 

S3ered^nung bn ätei&ung'fur bie fd^iefe @&ene unb ben 

Äetl 

§. 63. Auf einer fcbiefen @bene (gig. 13) liege ein Äeil/ ober 
ein beliebiger anberer ^ir^er/ welcber vermöge eined ©ewicbted P 
ftd^ Idng^ biefer Sbene b^tabjubewegen ftrebt/ wdbrenb eine b^ri- 
jontale Äraft R benfelben aufwärts ju bewegen fucbt. SBenn 
man bie Kormalfomponente ber (Summe ber SSBiberftinbe/ welcbe 
bie fcbiefe ßbene auf ben Äeil ausübt mit N unb ba§ aSerbiltnifi 
ber Steibung ju bem ©rucfe mit f bejeicbnet; fo ijl fü ber Äuö^ 
brucf ber Stübnn^, unb für ba$ ©leicbgewidbt bed ^etle^ mu$ man 
jwifdben ben t)erttfalen Äomiponenten ber t)erfd(>iebenen Ärdfte bie 
Slelation: 

P+Z'Nsina— Nco8a=0/ 

unb iwifcl^en ben botijontalen £omt)onenten bie Sielation: 

R — /Neos« — Nsina=0 
baben/ worauf folgt/ wenn man N eliminirt: 

' P(sma+^cosa) P(tanga+^) 

MX = --: =-- . 

cos a — f sin a 1 — f taug « 

SBenn Jbie Araft R ben Ml bloö im ©leidbgewic^te Italien 
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foD, fo »emanbett ftdb baS Setd^en bcr iKom^onente /N in Hi 
entgeg(ngefe|te, unb man erl^dlt: 

P(ung«e-^) 

SBenn man f=tang(p fefet, fo laffen ft(|> bie beiben wrjer* 
gel^enben gormetn auf folgenbe gorm bringen: 

R==Ptang(adb<p), 

n>o üä) baS obere itnb untere getd^en reff), auf ben %aU bejtel^t/ 
wo n eine S3en>egung6^ ober äBiberftanbStraft tft. SBenn man 
ben SBertl^ oon R im erften unb ^weiten %aüz xtfp. mit R unb 
R' bejetd^net, fo fucbt^eine bcr beiben Äräfte R, R' benÄeil auf^ 
n>drt$ }U ben)egen/ n>al)renb bie anbern b(oS fein ^erabgleiten )U 
t>erbinbern ftrebt/ unb man i)at ivoi^dfm biefen beiben Gräften bie 
9le(ation : 

U/_jj tang(cc>-y) 
*taiig(a + </))' 

SBenn a<(p ifl, fo ift ber SBertb t)on R' negatit), b. b- 
in biefem f^alle mu^ man auf ben ^eil eine Araft aniiibtn, wenn 
er jicb abwärts bewegen fott. 

es fei BAJ)=(p (gig. 14) unbDAC = DAC' = a, fo »er* 
balten fid), wenn man MN fenfrecbt auf AB jiebt, bie gangen 
MN, MN' wie. bie Ärdfte R, R'. 

SBenn ftc^ über bem ^eile ein &bxpex beftnbet/ wetcber auf 
benfetben eine 2Birfung au6ubt, aber jicb nicbt mit fortbewegt, 
wie ein jufammen ju brucfenber Ä6r|>er; fo pnbet auf ber obern 
f^ta^e AB (gig. 15) beS SCtiM eine 9teibung ftatt. 93eieid()net 
P bie Äraft, mit welcher ber jufammen ju briicfenbe Mxpex in 
normaler Slicbtung gegen bie §(ad^e AB wirft; fo bricft f'P bie 
auf biefer glacbe ftattfinbenbe JReibung au^, unb wenn man bie 
frfib^rnäBejeicbnungen beibeb^lt; fo ffnbet man auf biefelbe SBeife, 
wie oorbin : 

cos u — fsin OL 

1 — ^tanga 

2)iefe J^Jtrmel td^t ftcb auf ben gatt anwenben, wo bie Äraft 
R JU einer ber beiben ©eitenjlacben beS Äeile6 parallel ifl, unb 
für ben £)rucf P, welchen eine ju AB parallele Äraft R auf ben 
(ufammen ju bräcfenben SLhxptx aninbt, ergibt ^^ barauS; 
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p _ ft-a—ftmga.) 

SBenn bie Äraft ben ÄeH nur in fetner Sage ju erl^alten 
fudl^te/ fo würbe bad ^tx^rn ber Stetbung gednbert/ unb man 



4 



j^y_ p[a-r)tapg«-r^n 

1+/" langet 

©tcfe Äraft tptrb ncgatiü/ wenn a<9^ + <p' ift/ wo <p' 
ben SBtnfel bc^eid^net, beffen trtgonometrifd[)e Sangentc f i#, b. 
I|>. man mxtf biefe Äraft in einer ber itrfprunglict^en entgeacnge«^ 
festen StidS^tung anbringen, um ben Äeil l&inwegnel^men ju f onnen. 
3wifcl[)en ben Gräften R unb R' finbet bie Stdation ftatt : 

• 1+rtanga ' (l-/fO tanga+/^+^' * 

SBir njotten nun annefmten, baß bie Ki^^tung ber Äraft R 
ben t>on ben beiben ©ettenfld^en be§ ÄeiteS gebilbeten SBinfet in 
«pei gleidbe S^^eile ti)tilt, fo ergibt jid^ leid[)t, wenn 2ß biefen 
SBinfet unb P ben auf jebe ber beiben ©eitenfldd&en beS ÄeiteS 
ausgeübten SlormalbrudP bejetd^net: 

R—2P(8inß+fcosß), 

unb folgtid^ ift ber £)rurf P, n^etc^en jebe @eitenflcid[)e be« ÄeiteS 
auf bie du^ern ^^inberniffe aMübt, wenn bie Äraft R nadf^ ber 
Slicij^tung ber erwdlf^nten »^albirungötinie wirft: 

P = i, ^ 



2 ' ainß+fcosß 



SBenn man ben Äeil bloS in feiner Sage erlS^alten wiH, fo 
ergibt ftdf) bie baju erforberlid[)e Äraft R', wenn man iai ^d- 
c^en t)on f in baö entgegengefelfete roerwanbelt: 

R' = 2P(«in(3— /^cos^). 

©iefe Äraft ift negativ, wenn ß<(p i^ unb aKbann wirb bie 
Äraft, toeld)e erforbertidj) ijl, um ben Äeit IE)inwegnelE)men ju thn^ 
nen, auögebriidPt burc^ : 

— 2P(sinß—fco8ß). 

äwifd^en ben Triften R unb R' l^at man bie äleiation: 
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• 8inß+fcosß ^' Uaigß+f 

2>ief€ dte(i)nmim finb auö9 auf bcn §aU anwcnbbar, wo ein maf* 
ftt)cr Äc^el tjetmittclft cmeö *^ebefe in einen i)o1)Un Äegcl ge^ 
brucft wirb, weld^er fid) um feine Are breitet/ wie bei (Sin^ unb 
Äuatiicfungen. 66 fei n baö ®ewidS)t be§ maffwen ÄegeW/ ^ bet 
äBinlel, wetdi^en bie @rieuaung6linie bet SCt^ü^ad)e mit il^ret 
Äye bilbet, R bie üermiUelft bea ^eM$ auf bcn Äo»)f be» maf* 
ftüen Äegett ausgeübte Ätaft, f' ber Äoefficient bet fReibung be« 
maffiüen ÄegelS auf feinet 2tte unb f bet Äoefficient bet Sleis 
buttA jwifd^en beiben Regeln ; fo ift bie auf ben ^opf beö JlegeM 
witfliq^ ausgeübte £taft: 

R — f'U, 

Die Summe bet üon bem maffitoen auf ben l&o^len Äegel auSge^ 
übten Kotmalbtucfftifte, weltlf)e j^tet biefelbe Slotte fpielt/ wie 2P 
m bet t)otl^etgelf)enben aJl^eotie, witb nad^ bem ßbigen auögebtficft 
butd^: 

R~/'^n 



sin ß + f cos /?' 

unb folglid^ bie gegenfeitige 9ieibung bet beiben Äegel: 
f(R-ru) 

9iüß-\-fC08ß 

SBenn bet SBinfel ß fcl^t flein ift, fo tefeucitt ftc^ biefet SBettl^ 
nal^eju auf: 

R — /•' n. 

SBenn P bie &x\mxM bet 9lotmalbtucHtafte beieici{)net, fo 
l^at man nacf^ bem eben @efagten : 

p_ R-/^n 

Binß+fcoaß * 

folglich : 

Rrs/*' n+P(8in^ +/^cos^). 

9Benn man bie Jttaft R^ l()aben wiU, we{cl()e etfotbett witb, um 
ben mafpDen Äeget jutücfiujie^en , fo muß man in biefet legten 
gwrmet jugleid^ bie 3«idf)ett toon R, f* unb f tjetdnbetn, wobutdj^ 
man et^dtt: 
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E' =;= /•' n 4- P (/^cos ^— »in ^) , 
jtnb folgli^ mm man P «llminivt j 

R'=/''n+(R-/'n).J-^'-i54. 

' ' ^ ' ^ fcosß+Binß 

Da man m ben 9ett)6lf)nltcl^en Sitten, ben mafftüen Äeaet 
»i^renb berJRotationSbeweguna beö ^oj^len ^egcfö in lefetern fc^ieot, 
ttnb bte ®efd^n)inbtg!ett be6 ^ol[){en ^egetö xoeit gtofet ifi/ atö 
bie be6 maffwn; fo fofgt, baß bic gegenfettige JRetbung ber bei^ 
ben Äegel in einer nal^eju auf ber Stiftung ber Äraft R-/"n 
fenfrec()ten gbene flatt finbet, unb folglich ber Äom^)onente P sin /J 
be§ 9lormalbrucfe6 n\ä)t me^r ju Jöülfe fommt, fo baf man alö^ 
bann baS ©lieb f cosß in bem Jlenner be§ 2Cuöbrucfe§ t)on P 
Ij^inweglajfen fann, woburd^ man nal^eju erl^dlt: 

~ 9in ß 

unb: 

^P_ /(R-rn) 

®en)6lS)nlicl^ mad^t man wenig jlenö sin^=7j«jy, unb wenn man 
för gew6lS)nli(iS)e gälle f = 0,28 nimmt; fo erhält man für bie 
9{eibung ber beiben ^ege( an einanber : 

/•P = 5,60(R— /-'H). 

SBenn man ben mafptjen Äegel a\x^ bem f)o^m jurucfjiel^^t, fo 
wirft bie Steibung naii) ber Sangenric^tung/ unb man ^at wie 
weiter oben: 

R' =/•' n + P (/'cos (J — sin ^) , 

jj f^TL 

ober, wenn man für P feinen jetzigen SBert^ ^^'^ fefet: 



SRcibung ber bmlanti^m ©ertaube. 

'anti 
m ; 

jby Google 



§. 64. Die JReibung in bem ©ewinbe ber breüantigen Qö^xaubt 
liefe fid) n4lS)erung6weife mit »^ulfe einer gewiffen Analogie mit 
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einem jtt>tfd[)en jwei genetoten gbenen befinbltc^en Äeile bered{>nen; 
aDetn e6 ifl aenaiicr, bic giedS)nun8 bireft anjufletlen. 

SBir tpouen bte fjlac^e bcö ©d^raubengöngeö ober ©ewinbe« 
auf eine einzige mittlere @cl^rauben(inie rebuctrt anm^mm, bie 
@4^raubenare fei öertifal, unb wir wollen annehmen, baf auf ba« 
@9ftem bie folgenben brei Gräfte wirfen : 1) jwei gleiche unb ent^ 
gegengefefete Ärdfte R, welche an ben @nben eineö ^orijontalen 
*ebel§ wirfen unb bie@d;rau6e bret;enb ju lieben fucfcen; 2) eine 
Äraft P, meldte in »ertüaler Siic^tung t)on oben nacfc unten auf 
ben Äo|)f ber ®dS)raube wirft unb ben SBiberflanb bilbet, unb 3) 
bie ©rucWrdfte, welche bie @c()raubenmutter in normaler Stid)^ 
tum auf bie %lad)e be§ ©d^raubengewinbeS ausübt, fo wie bie 
[Reibungen auf biefer glacbe, we\c^e nac^ tangentialen JRic^tungen 
an ber mittUxn ©cbraubentinie wirfen. 2Bir wollen mit Q bie 
®umme ber 9lormalbru(Rrafte auf ba$ ©c^raubengewinbe be)eid^^ 
nen, fo ift /Q bie (Summt ber Slangentiatreibungen , welche, wie 
wir fogleid^ feigen werben, pkx in SSetracbt gejogen werben muf=? 
fen, obgleid^ fie nacb »erfcbiebenen SRicbtunaen wirf en, weil fie mit 
ber 2Cre ber ©d^raube ^alle biefelben SBinfel bilben, unb worauf 
fte |)roiicirt werben muffen, ober nad^ weldj^er man ibre Äom|)o« 
nente nehmen muß. 66 bejeicbne a ben 9leigung6winfel ber 
©d^raubenlinie gegen bie »^ortjontalebene unb ß ben SBinfel, wel? 
ä)en bie @rjeugung6linie ber ©cbraubenfldd^e mit berfelben ßbene 
bilbet. £)er auf bie ©dbraubenfldd^e ausgeübte S>xu(t xoixlt naä) 
ber Olidj^tung ber 9lormale, b. b- nad[) ber 3iid&tung einer geraben 
£;ime, weld^e jugleicb auf ber @dE)raubenlinie unb auf ber SrKU^ 
gung6linie ber @di)raubenfladE)e fenfredi^t ift. Um ben SBinfel un^ 
nen ju lernen, weld^en biefe 9?ormale mit ber öertifalen Are ber 
Schraube bilbet, wollen wir fie auf brei recbtwinflige Ären bejie^ 
ben, wot)on bie eine, ndmlid^ bie 2Cre ber z mit ber 2tre ber 
©cbraube jufammenfdllt, wdbrenb bie 2tre ber x tixxä) ben 9)unft 
ber ©d^raubenflac^e gel^t, worin bie betrachtete Slormale txxiä)Ut 
tji. 2)ie Äojinuö ber SBinfel, welche bie ©rjeugungölinie ber 
@d()raubenfldd(^e mit ben Äoorb inatenaren ber x, y, z bilbet, ftnb 
alSbann: 

cos^ = a, = 6, sin^=c 

unb bie Äofinu6 ber SBinfel, weld^e biefelben 2Cren mit ber Äan^ 
gente an ber ©d&raubenlinie in biefem in ber Qbzm ber zx lies 
genben 9)unfte bilben, ftnb: 

= a', cos a = 6', sin a = c'. 

SBenn aber eine gerabe 8inie auf jwei anberen jugletd(^ fenfredfit \% 
welcbe mit ben ^oorbinatenaren SBinfel bilbeu; beren Äoftnu« 
a, b, c unb a', 6', & ftnb; fo bilbet fie mit benfelben^CrenSBin^ 
fei, beren Äoftnuö refp. auSgebrucf t werben burdl) : 
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ea' — ac* 

r(rti'-iaO''+(crt'-acO« +(6c'-c60' ' 

Sie 9lormale btibet a(fo mit ber 2():e ber y einen SStntel/ beffen 
itoffnua burc^: 

cea/ggina co8/?Unga 

r'co8«a+cos»/?8in«a' ^ ^^ )" l + tang^aco»»/? ' 

unb mit bet Are bet z einen SBinfel, beffen Äoftnuö bttrcl(>: 

cos ß 

Y l + tÄng«a'cos^& 

auSgebrudt n>itb. S)ie 9tei6ung auf ber @(i[)taubenfl^e/ n^eld^e 
nadS> bet JRic^tung ber Sangente an ber ©d^raubenlinie wirft/ 
bilbet mit ber Are ber ©d^raube ober mit ber %n ber z einen 
aSBmfel, beffen ÄojtnuS = sin a ift. 

3ttm ®teic^gen)id()te fimmtlid[)er auf bie ®(i[)raube mirfenber 
Ärifte wirb unter anbern ©ebingungen a\xi) bie erforbett, baf 
bie Summe ber Äomj)onenten nac^ ber SSertifale ShtH fei, thU 
iiti gibt: 

w^ QOO8/? /.^ . ..^ 

SBir wotten nun bie SRomente in äBejiel^ung auf bie %rt ber z 
nebmen. SBenn ^, y, z bie Äoorbinaten eine« f)unfte* ftnb, auf 
»elcben eine Äraft F wirft, bie xaxi ben Jtoorbinatenaipen bie 
SBinfel >., ft, v bilbet; fo iji ba6 ÜÄoment biefer Äraft in «e« 
jiel()un9 auf bie 5t)re ber z: 

F(arcosft — ycosVj 

unb für ben 9lormaIbru(f Q l()at man: 

cos ff tang« 
^^®^ = rl+tang«acos»ff* 

SBenn ber Xngriffö^unft ber Äraft Q auf ber 2C)re ber x in ber 
©ntfemung r t>om Änfangöpunfte liegt, fo tfl y=0, ar=ritttb 
ba« ÜÄoment t>on Q i|t folglich: 
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Qrcoa/gtang« 
y'l+tang^acos«/?* 

SSBenn man annimmt, bafi bte an jcbem ©nbe be8 ^ebeW wir« 
fenbc Äraft R aud^ iim bie 8ange r \>tn ber 2Cifc ber @dS^rau6e 
entfernt Iji, fo ijl bie ©teic^ung ber SRomente, wenn man ben ge- 
memfd^aftltc^en gaftor r l)tnwe9laßt: 

2R=Qp=^^^+/Qcos«. (2) 

^ f 1 + tang* a cos' /ÖT 

eitmimrt man Q jwifc^en ben ©leid^ungen (1) unb (2), fo 
ftnbet man: 

• 

COS ß — fBin a K"lTtang* « co»^ ß 

tiefes ift bte Sielation jwifc^en ber auf ben Äopf ber ©dj^raube 
wirfenben Äraft P unb ber an iebem @nbe beS 25rel^unaö^ebete 
ber ®^xaubt wtrfenben Äraft R, wo biefe Äraft R aixft>ie ber 
mtttUrn ©d^raubenlinte, worauf bte JRetbung wirfenb angenom- 
men werben !ann, entfprecl()enbe Sntfernuna üon ber Hvt ber 
©cftraube bejogen ifl. ©iefe gormcl gibt bie für bie SdS)raube mit 
oierfantigem ©ewinbe ober für ben^eil auf ber fcbiefen Sbene 
wieber (§. 63), wenn man barin ^ = fe|t; benn aWbann l&at 
man: 



l—f taug 06 



fflenn bie 0leibun0 Slutt wdre, fo l&dtte ber SBinfel tf auf bie 
Äraft R feinen etnfluß mebr; benn fe^t man in ber augemeinen 
gormet/=0, fo finbet man: 

2R= P taug «. 

SBemt ber äBinCel ß febr groß wirb, fo wirb bie <ftraft R eben^ 
faUö febr betrdcbtlicb/ weit ber 9{enner ibre^ 3Cu$brud(ed febr Hein 
wirb, unb bie SBertbe t)on ß, «, flhnmn fo bef^affen fein, bafi 
R »nenblicb grofi wirb, b. b- b<»f ^i^ ©cbra^be ni<bt bewegt wer» 
btn Um, toU groß bie fiSewegung^fraft R auc^ fein mag. 

SBenn man bmd» bie S3eweaung ber (Sii)xaviU t)ermittetft ber 
Jttdfte R ttidS)t mebr ben aBiberjtanb P fiberwinben will, fonbem 
wenn man biefe Ärdfte R in entgegengefefetem ®inne wirfen lÄft,- 
um bie Schraube in ber ?Ricbtung ber Äraft P niebcrwdrta «i be- 
weg^tt|f fo ftnbR, PIBeweguttg«ftdfte unb nur bie Sleibung ip eine 
SBiberijtanbShaft. 3n biefem ^aKe mu^ man in ben ^orb4;rgf b«n« 
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ben gformeln ba« 3et<lf>en t)on /" unb R »erinbent, unb wenn man 
ottbann bij Seidj^en betber 3;^cile bcr ©letc^ung in bie entgegen- 
gefegten tDerwanbelt; fo erl^alt man: 

cos ^ + /'sin a f^l + tang«acos'/? 

SBenn ber SBinfel ß \e\)t Kein tfi, fo fann man cosi3=l unb: 



1 



1 



ri+i.ng»«co.»^=— - 



cosa 



nehmen, woburdj^ man bte befannte gormel: 

f-tanga 



2R: 



l+Z^tang u ' 



ffir bie oierfantige ®dS)rau6e er^att 

SBenn bagegen ber SBinfel ß fel)r grof ij!, fo wirb cos.^ fel^r 
Mein, unb wenn man cos^ tang'a gegen fcosa üernad^Iiffigen 
fann ; fo erl^alt man : 

2R = P- ^"''" 



COS ß+ f sin OL ' 

unb man fte]()t, baf in biefem galle bie Äraft R mit f junimmt 

SSered^nung ber JReibung in bct (Sd^wube o^ne 6nbe. 

§. 65. 3n ber Schraube ol)ne gnbe befcf)reiben bie 
Dunfte ber®d)raube unb be§ 3al)neS beö JRabeö, welche einanber 
berühren , Greife, bie in auf einanber fenf redeten ebenen liegen, 
unb bie SSBinfelgefd^winbigf eiten muffen fo befd^affen fein,^bafi bie 
nadb ber gemeinfdS^aftlid^en Slormale auf ben einanber berübtenben 
fjldd^en jerlegten wirflid^en ©efd^winbiofeiten einanber gleid^ ffnb. 
©ie eine S5erübrungöflddS)e iji bie be6 ©cl)raubengen)inbe§ unb bie 
Slormale berfelben bilbet mit ber Äye ber (Schraube einen SBinfel 

«, beffen Tangente = ^ ifl, wo h bie ^hf)c beS ©dj^rau* 

bengangeö ober bie ©d^raubenweite unb r ben tDon ber 
Zu ber ^4>raube naö) bem S5erubrung6|)unf.te gebenben SiabiuS 
btjeid^net. SBenn m bie SRotationögef^winbigfeit ber Scbraube 
bejetd^net, fo ift r© bie wirflidt>e ®efdbwinbigf eit be§ ber @4>raube 
angeb6renben äBerübrungö- ober 3ieibungö>)unfteS unb bie wirf« 
lidj^e (Sefdbwinbigfeit beö S3erubrungö|)unf teö be^Slabeö ift =1^©', 
wo r' ben nadb bem fi5erubrung$j)unfte gebenben 3iabiu8 unb ©' 
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bie 9ßmfelgef4)n)inbigfett beS Stabes bejetd^net. 2>a bte Aompo« 
ncnten bwfcr beiben ©efd^winbigfeiten nad) ber Slormale ber 
@c^raubenf[ädE)e etnanber Qkid) fein mäffett/ fo \)at man: 

r& sin a = r'o' cos a 

itnb bte ®efcl(^n>mbigfett bed ®kiteni, totiä)e bte 9iefu(tante aud 
ben auf einanber fenlred^ten ©efd^wmbigfciten r«, unb r'©' fein 
muß, ijt folglich gleich: 

reo fl + tang^a, 

ober : 



Sßenn P ben ißormalbrud in bem fi3er&btnngdpun!te bejetcbnet 
fo ijl bie 9leibung =fPf unb wenn R bie in ber Sntfemung beS 
mittlem ©dj^raubenfabenS t>on ber 2t):e ber ©cferaube auf biefe 
wirfenbe Äraft bejeicbnet; fo \)at man bie befannte Delation: 

R=Psina+/T*cosa, 

folglich : 

R 



P = 



sina-f-/^coga ' 



Die burdt» bie JReibung fonfumirte £luantitit 2Crbeit wirb burd^ 
.ba6 Sntegral: 



/ 



fVrcodt 
/ 



ober: 

fVircodt 



f 



cos a (sin «+ fcos a) 



auSgebrudft. SBenn T bie in einer gewiffen int auf bie @dt)raube 
übertragene 3Crbeit bejeid^net/ fo l^at man: 

T=fRrci>dt, 

unb wenn Tf bie burdb bie JReibung fonfumirte Quantität Arbeit 
be^eicbnet/ fo \)at man: 
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^f— 1 / 

^Siil2a-j-/'cos*a 

»oraud man fte^t, b«ß ber Ätbeit§t>etluft natjeju =T ijt, wenn 
bcr SBtnfel a fel)r Kein wirb, fo baß t)on ber «uf bte 
©d^raube übertrögenen TCrbett nur eine fe^r geringe ÖnantttÄt 
auf bd6 Stat tibettragen unb ber grSfIte Xt)tH imd^ bte JReibung 
fonfumtrt wirb. 

bigfeit v^.v. „..^^0- a ^v ... ^^...••v^ ^ ,., ^... 

wenn fte bögegen etwaö geneigt wäre, fo erl^ielte man für bie 
©efd^winbigfeit beö ©leitend in bem (Sinne be6 ^albmefferS beS 
JRabed ein ®Iieb mebr, weldj^e MomponcnU wir in ben obigen 
SRedE^nungen unberucfjid)tigt gelaffen lf)aben. 

SBir woOen nun annel^men, baß ber SBtnfel, welchen bte ®e« 
fdf^winbigfeit be6 bem 9labe angel)6rigen »erül()rung6^unfte* mtt 
ber Are ber ©d^raube bilbet, in JRec^nung gebradj^t werben foU. 
Co bejetd()ne ^' btefen SBinfet, r' ben nadj^ bem fiSerül^rungÖpunf te 

!|el&enben 5Rabiu6, -ö- ben ju gleidber Seit üon ber ©d^raube be« 
d&riebenen SBinfel unb r ben nadj) bem ®erul[)rungöpunfte ber 
©df^raube gelf^enben JRabiuS ; fo l^aben wir, ba bie SWormalgefd^win« 
btgfeiten auf ber ©dt)raubenPc^^e einanber gleid^ fein muffen : 

cfö.rsma=r'rfS'.cos^'.cosa. (A) 

Die ®ef4)Wtnbtgfett M ©leitenö tft aber: 

ober: 



= rd»y/i + tmK-a.^,^-. 



gemer fann man 1+»'* f'^^^i^iSjrfefeen, unb aWbann M 
man: 

aber ba: 

l+tang' «> lOÄ'^tang*« 
ifl, fo fann man l^ier bie ^oncetet'f4»e S^ranöformation anwen^ 
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ben *) wel^e yrfP = i + - tjg ^u^ __gj„(,u gibt, »obur4> 

0^r Yoetm man ben S3rudi> ^ attgmetn mit ^ be|eid(^ne(: 

cos a ^ ' 5 

Sntegrirt man bie ©leic^ung (A), fo crl^dtt man: 

rÄsinairr'sinÄcosa, ober r3tanga=r'Ä', 
folglich: 

»'=- tanga, 

unb wenn man biefen SSBertlS) in ben 2Cu8btucf ber ©efc^winbigfeit 
beö ©leiten« fubftituirt, fo l&at man: 

^iernac^ finbet man, voenn man ben ÄuJbrudf für ba« Arbeit«* 
element integrirt: 



(sina+Z'cosa) cosa^^ ^ (sin a+Z'cos a) ' Sr* 

unb ba: 

' r' ' n 

ifl, voo Ä bie 'Xnia^ ber 3i^ne be« Slabe« bejeicbnet, fo erbätt 
man enWicb ffir ben Äu«brudP ber loerlorenen auantttat Arbeit: 

^' i+^T-S— tang«.?. 



CO» a (sin a + fcos «) sin a + f cos a 



♦) |)oncelet'8 fteftrbud^ ber Xnwenbwng ber SÄed^anlt awf Äafd^inen. 
18b. 1. ®eite 383 biö 396. 
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©teifigfeit ber ©eile. 

§. 66. Wlan f)at gefunden, baf eine gewtffe Arbeit erforber^ 
Itd^ i% um ein @eil um eine äßelle )u legen ober Übetl^anpt in 
eine frumme 8inie ju biegen, n^abrenb bie Arbeit/ weldbe jum2tb" 
wicfeln ober ©erabemac^en beö ©eiteS erforbert wirb, unmer^ 
Ud) ijt. 

Um eine ginge tDon 1 5!Reter t)on einem ©eile t)on bem ©urc^« 
meffer d auf eine SBette ober JRoHe tDon bem »^albmeffer R ju 
wicfeln, wirb eine £luantit3t 2(rbeit erforbert, welcl()e ber ®r6ße: 

R («+6P) 

|)rol)ortionaI ijl, wo P bie Sugfraft be5eicl()net, welche auf ber 
@eite beö 2Cufwtcfeln6 ober ^CuflegenS be6 ©eiled an bemfetben 
wirft; b. f). eS mx\^ auf biefer Seite unablj^ingig r>on anbernUm- 
ftdnben eine 3ug!raft an bem ©eile wirfen, weld[)e auSgebrucft 
wirb burc^: 

P+f(o+6P). 

WO bie ^oefftcienten a, b iuvö) S3eobad(^tungen bejlimmt werben 
muffen. SÄan Ij^at biefe gormein biö ju Spannungen t)on 500 
Kilogrammen öerificirt. gur noc^ etwa§ neue ©eile ift ber (Sx- 
ponent ^ = 130 unb für alte ©eile = 1,40. 3Ran fann benfelben 
gew6l^nlicl& = 1,70 nehmen, unb für ein ©eil t)on 0",02 im X>nxd)' 
meffer f)at man: 

ttrf»,'0 = 0,1112, 6d»,y« = 0,00487. 

gfir ein getbeerte§ ©eil t)on 30 gifeen unb 0»,023 im 25urd&- 
meffer ift: 

ad^=0,1748, 6d^=0,00627. 

Sfir getl&eerte ©eile bered^net man bie Äoefftcienten adt*, bdf^ 
ni4)t naä) bem 3)urdS)meffer, fonbern nac^ biefen legten 3ablen 
unb nad) Sßer^^dltniß ber 2Cnjal(>l ber ülim, worauf ba6 ©eil 
befleißt. 

@$ ift eine Slul^ejeit t)on 5 bis 6 Sßinuten erforberlic^, bamtt 
baö ©eil benfelben SBiberftanb l(|ieroorbringt für bie S3iegung unb 
feinen gr6fern SBiberftanb für eine ©iegung in entgegengefelfetem 
©inne annimmt, wie biefeö l(>duffg gefcbielj^t. 

SBenn über eine JRolle ober SBelle t)on bem Aalbmeffer R 
mit 3a))fen t>on bem ^albmeffer r ein ©eil gelegt iff, woran eine 
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IBewegimgöfraft P unb eine SBiberjtanbSfraft P| wtrfen, fo "^at 
man, wenn fttn Jtoefficienten ber 3<Jpf^nretbung bejeic^net: 

PR=P,R+(P+PO|?^ +(a+6Pi)d^, 

woraus folgt, wenn man-p=L= — f ^efet: 



p,=- 



i+/;-+m; 



SBenn alfo T bie auf ber einen Seite be§ Seilet witfenbe 
äBeweoungöarbeit ifl, unb h bie »^o^e bejeid^net, um we(4)e ftdf> 
jeber |)un!t be6 @eile§ auf biefet Seite nieberwdrtS. bewegt bat; 
fo wirb bie an bem anbern @nbe beS ©eiteS wirf enbe SBiberftanb«- 
arbeit auSgebrucft burcb: 

' ' R ~ R 

unb ber SSerlujl an TCrbeit ift baber f leiner, je ar6ßer bie Äraft 
P ift. 

ein Seil muß mit feinem großem (^zxoxi^jU, a\f> 40 Äitogr. 
für bie «ifee, ober ungefabr 3,000,000 d^Äilogr., ober 300 rf» Ji-- 
logrammen, je nac^bem ber^ 35urc^mejfer d bejfelben in SJetern 
ober in Sentimetern auSgebrücft iji, belaftet werben. 

^znn man ber Äurje wegen fefet: 

= a unb 7- = p. 



1+^5"+ 6^ l+r^+6f^ 

fo %ai man: 

Pi=aP— ^. 

SESenn man eine dleibe ^bnlic^^er StoQen ^^hXit, fo ftnbet man: 

Pj = aPi-^/ 
P,=zaP,-^, 

etc., 
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itnb foIgUd^: 

Die ufeettragene Xrbett fann alfo jutefet S»uU »erben, wa« ftatt 
finben würbe, wenn man a*P (l— a)=^ (!-«*)/ folgli*: 

- [#T-i] 



n = 



loga 

* "'jBBcnn j. «. R=0,10, r=0,007, d=t0,02, /=045, 
folöti* /'=0,14 ifl, fo \)at man na^eju: 

^=U12, ^ = 0,048, 

«=0,93, ^=1,05. 

P, =0,93 P— 1^,05, 

unb für 8 StoUen ^^tte man: 

Pg =0,595 P- 6^54. 

ajenn R=0,15, r=0,01, rf=0,04 itnb hai @«jl »ieber 
ein unaet^eerte« t|l; fo brandet man Me »or^erfle^enten »ett^e 
»pn ^, ^nut mit 2'mx{5= 2,32 na^cju ju muW<»li« 
ciwn, wobttr4> man tt^U: 

^=2,580,^=0,111, 
/^' J- =0,0093, 
folgli^t 



«=0,88 «nb ^=2,30, 
mitl^int 
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Pi=o^p-2^^o 

unb fit 8 StoUtn: 

P«=0;57P — 8k,23. 

S3et %laiä)tniiitn iv^re bte SSü>txfUnHUaft Q m(^ = n¥, 
fonbem : 

Q=P,+P^ + P,.... + P„ 
unb wenn ntM fär Pi, 9^, etc. i|^r^ SSBeY% fe^t: 

^ . 1 — et 1— <» 1— a 1—« 

ober aud^: 

Q = a-z r — . In—a- — - . 

1—« 1— a L (1—a) J 

gür einen SIafdS)enxua t)on 8 SRoUen, wie bie in bem etjien 
i»^xt)txQ/ü}ttibtti ^ti\pitU ^ttt man: 

Q=5^P — 35k^7, flau Q=8P, 

unb für 9ioHen, wie bie im jweiten SBeifpiele: 

Q= 3,I5P— 92^97 , ftatt Q =8P, 

SBenn man ein ©eil jur Uebertragung bet ^Bewegung ei«tr 
SBette auf eine anbete anwenbet , fo muß bie S^^annung auf ber 
©eite, wo fie am fleinften ift, ben mxtm Z\)M iet burc^ bie ju 
übertragenbe Tlxbüt beftimmten Äraft betrafen. SBenn alfo R', 
R" bie »^albmeffer ber beiben JRiber, o', ©" ibre SBinfelgefdE^win- 
biafeiten unb T bie ber erften SBette mitgetl^eiUe £luantitit 7lx^ 
btxt fcejeid^nen ; fo wirb bet \>on ber ©teiftgfeit be6 ©eile« ^tx^ 
tiibrenbe SSerlujl an JCrbeit au^gebrucft burdS): 

LR' V 4a>'RV ~ R" V ^ 4co'R7J 

SBenn man ben Don ber ©teifügfeit bei ©eile« unb t)on ben dtei^ 
hingen an ben Äjren f)txxvii)xtn\>en SotaIt)erlu|l an Arbeit mit bem 
t>ergUi(ben wiU/ weld^er ftatt fanbe/ wenn jur Uebertragung ber 
^Bewegung iwif4)en )wei in berfelben 66ene liegenben bo^ijonta« 
(en SßeUen ein Sabnr&berwetl angewanbt wutbe; fo mu^ man ^u 
him i^orlEierjebenben Xudbrutfe nod^ ben i)in\u^vi%m, toeidftx bin 
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burd^ bie SRctbungcn auf ben bcibcn %xen entfprec^enbcn ajerluji 
auöbrudft, unb bic Summe mit bem 2tu6brudPe üergleid^en, wel- 
(f)^x bcn analoaen SScrlujt an 2Crbeit für baö JRdbemerf au6brficft 
aSci ber ^nwenbung bcS ©eileS t)at man jundc^^ft für bie 
Sleibunjen, wenn bie 3a:pfen ber beiben SBelten einanber t)6Ui8 
gleid^ ffnb unb einen »^albmeffer p l;aben, unb w', ar" bie ©e- 
xoi(i)te ber beiben SBellen bejeic^nen: 



+-yhVi-'+^y + Q:^^ 



2 



WO R ber 9iabiu§ für ben ?)unft, auf weldj^en bie JBewegunaS- 
fraft ber erften SBette unb R^'' ber JRabiuö für ben 9)unft x% 
worin bie SBiberftanböfraft ber jweiten SBette wirft. SBenn ba^ 
gegen eine SSerja^nung angewanbt wirb, fo l^at man: 

SBenn bie ©eile »ertifal finb ober bie 9idber übereinanber 
liegen, fo f)at man für ben t)on ben Reibungen ber mer Sapfen, 
welche gegen bie JRdber eine fpmmetrifc^e 8age ^aben, lj)errül^ren- 
ben SSerlufl 4n Arbeit: 

f9 r / . T , 3T ,, . W' -| 



ober: 



fe r , ., . 3T , T , TR^^ n 



TR" 



ober wenn tt" gr6f er ift, M bie Summe ber Ärdfte ^;j^ / ^,^if^*u * 

/p r , T TR" n 

SRollcnbe ^Reibung. 

§. 67. SBenn bie SRaterialien, worauf bie einanber berfi(>s 
renben Äfirper befleben, nicbt febr fejl ober bart ftnb, fo finbet bei 
bem Uebereinanberbinrotten biefer ÄJrper ein SJerluft an Arbeit 
fiatt, weldj^er t)on ber 3ufammenbrü(fung in bem SBerü^rungS« 
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»unftc ^erriil^rt, unb eS gibt giUe, tpo man Wefe roUenbe 
Sleibung ntd^^t unberäcfftd^ttgt laffen batf. 

SBir »ollen un8 einen ßplinber A (fjig. 16) benfen, »eUber 
auf einer l()ori§ontaten ebene fortrollt unb auf biefelbe einen fo 
ftarfen 2)rudP ^auöubt, böf fie an ber äSerfibrungöjtelle B etxoai 
jufammengebrücft wirb; fo muf offenbar ber SSeweger eine ge- 
wiffe Arbeit anwenben, um biefe Sufammenbrficfung fuccefftoe in 
allen S3erubrungöpunften ju bewirfen. SBir wollen annebnw«/ 
baß bie Äraft bea 85eweger§ eine an ber %ve beö ßplinbere an- 
gebracbte l^orijontale 3uafraft fei, fo f6nnen wir un§ t)ortlellen, 
baß auf ben Splinber wal)renb feiner ^Bewegung eine SQSiberjianb«« 
fraft t>on unten nad) oben, ober t)on C nacb D nad) ber geraben 
Einie CD wirft, bie t)on einem etwa6 oor bem tiefjl^n 9)unft« 
beö 6inbrucfe§ liegenben 9)unfte in geringer ßntfernung tDor ber 
2C):e be§ Splinberö l^inbur(bgel)t. ©elbji wenn bie ebene B an^ 
einer fel)r elaflifcben @ubjianj beftdnbe unb nad^ bem ©urdf^gange 
be§ S^linberö itjre urfprungltcbe gorm wieber annähme, fo würbe 
bodS^ ein SBerluft an TCrbeit ftatt ^nben,- wie bie erfabrung lebrt, 
unb wa§ man ftd^ eriliren fann, wenn man bemerf t, baß bie bun- 
ter bem e^linber burdj) bie SBiebererbebung ber SSertiefuna ber 
ebene entjiebenbe geringe bewegenbe Äraft nur bann eine SSme^ 
gung6arbeit b^rtjorbringen fonnte, weld)e ber oor bem Splinber 
bur^ bie Sufammenbrucfung f onfumirten Arbeit gleidf) wire, wenn 
bie im 3nnern ber SWaffe b^rt)orgerufenen erf^ütterungen nadb 
bem SSorubergange be6 6t)linber§ t)5llig aufgebort bitten, wa8 
nicbt jiatt ftnben rann, weil ftcb biefe erfcbutterungen fortpflanjen. 

25ie roHotbe 9ieibung ifl für b^rte SJfctalle unb »^oljer nur 
febr gering unb wirb beflo betrddS)tlid&er, je fleiner ber Surd^mef« 
fer beS Splinberö ift, wa§ man ftcb tei4)t erflÄren fann, wenn 
man bemerft, baß ber einbrucf tmd) ben Splinber an ber iBerüb- 
rungSflelle mit ber ebene um fo merflidf)er wirb, je f leiner ber 
25ur4)mejfer beö SplinberS ifl, unb baß folglidS) barauS aud) für 
eine gewiffe auf ber ebene burdS)laufene ginge julefet eine grJßere 
Äonfumtion an Arbeit entfpringt. 2n ben 8ebrbüd[)ern ber pxah 
tifcben 5Bledf)anif finbet man bie wicbtigpen erfabrungörefultate 
über bie SSeftimmung ber rollenben Sleibung *). 

JDurd^ ben @top »eturfad^te »erlufle an %xhnt 

§. 68. 25ie jweite JCufgabe biefer Hvt, weld^e man bei ptat^ 
tifcben Xnwenbungen ju IJfen b^t, bejiebt ftcb aufbenStoß 
jweler JRotationSfpfleme, woüon aucb aB befonberer gall baö dm 
\iatt ber brebenben ^Bewegung eine fortrücfenbe b^ben fann, unß 



♦) ?)onccret'8 8ebrbtt(b ber Änwenbung ber «RedSiam! auf SRaf^ine; 
§. loa unb fol00. ^ T 
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4 hnn i. 93. lootlommmf bof man tte 3Crbeitöt)erlufte ju be^im^ 
mm f)at, i9eld[)e ^ixxi) ben @ti>f bed ^ebebattmen6 etne^ Staiti 
«ber einet SBeÜe gegen bte ^^belatU cxmi baburd^ ju bewegenben 

tammer« ober ^tamipferö t)erurfad^t n>erben. Um ben bur4^ ben 
tof ^eter Stotdttondfpfieme t>enirfad^ten Serluft an Zxbnt )u 
bere4)nen/ mu$ man eine SBoraudfe^nng maö^tn, unter welcher 
biefer SSerlufl ben gr6gten SBertb befommt, unb welche mit wei- 
ter feinem 9lact^tl^et(e t>erbunben i% toabrenb man bie entgeaenge- 
^gefe(ite S3orau$fe(|una nicbt unbebingt tourbe mad^^en fonnea. 
2>iefe l3orauöfe(sung begebt iatin, baf man bie ^ufammenftofkn- 
benJt&r)>er ali unelajlifd[) betrachtet, fo bafi fte nacb bem @to^e 
mit einanber in »crübrung bleiben. Wtan befiimmt alfo um »ie 
titl bie lebenbige itraft in bem 2Cu^enbli(fe t^erminbert if, mo bie 
beiben ^ir^er einanber berubren , ftcb noie }m«i @9fteme ^on nn- 
üer^nberlidber Sorm mit einanber fortbewegen unb gemiffermafen 
nur eine afeafd^ine bilben. 68 feien: 

fl»!/ o bie SBinfelgefd[)winbig(e{ten ber SaumenweOe wx unb 

nad^ bem ©tofie, 
©e', »' biefelben ©efd^winbigfeiten für bie ^ammerwelle, 
R, R' bie \>m ben JRotation^aren xiaä) bem ©erfibnmgö<)unfte 

gezogenen Stabien/ 
», »' bie SBinfel, welche biefelben mit ber äBerfibvungSebene 

in bem S5erfibtung6i)unfte ber beiben ©pfteme bilben, 
p, p' bie ^albmeffer ber äapfen beiber SBeKen, 
X bie bem Kormalbrurfe im S5erulS)rung$j)unf te entfpre(|)enbe 

£luantit&t {Bewegung/ 
f, f bie Äoefficienten ber 3at>fenreibungen, 
/i ber Äoeffirient ber in bem a5erfil^rung§j)unfte beiber ©9- 

lieme #attfinbenben Sleibung, 

P> Q bie Quantitäten SSewegung für bie3ai>fen ber ©aumen-'^ 
welle, 

P', Q' biefelben ®r6|ien für bie ^ammerwelle, 

X, y bie Äoorbinaten zxm^ beliebigen ?)unfteS be§ erjlen @9^ 

liemeö, inbem bie 2Cre ber x ut ber Tangente in bem 

Bufammenftofiung^punfte "paxam ift, 
x*, y* bie Äoorbinaten eine« beliebigen S)uttfte« beä jweiten ro^ 

tirenben ©pftemeä, 

dm, dmf bie SRaffenelemente biefer beiben Opfleme, 

K, K' bie ÄrägbeitSmomente biefer beiben @9fteme, 

§', vf bie Äoorbinaten be§ ©ct>wer^unfte8 be6 jweiten @9* 
jleme6, 

n, n' bie ref|). ®ewtdl)te beiber ©pjleme; fo W man ffir ba« 
erjle ©^jlem \>k brei ©leidj^unge» (§. 52): 
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— (o— oo)/ydw=+/i>' + P J(A) 

K r 

(o — ©o) ^ =XR cos»+/i XR sin^- ^^ ?Tf^W 

2)a« ®lieb tf== rP*+Q« brüdft bie Sleibung au«, wenn bte 

9icfultante atr« bem Drurfe «nb airt ber Sleibung = Kp*4-Q* 
ijt; benn alSbann mitf ber SQ3infe(, weldjjen biefe JEraft mit ber 
Siic^tung be§ ©rucfe« bilbet, bem JReibungSwinfel gleid^ fe in/ bef« 
fen aiangente /* ifi, unb bie a;ön9ent{a(fomj)onente üon >^p«+q« 
ober bie Sleibung ifi ba« ?)robuft auö biefem 2fu§bru(fe unb bem 
@inu« be§ SBinfefö, beffen SEangente f ift. 
Sär baS 5n>ette Spfiem l()at man ebenfo: 

- (g)'— ö't) / x'dmf = + >, + Q' 

35tefe fed^^S ®Ieic^)unöen geben bie ©rjfien X, P, Q, P', Q' unb 
eine ©leid^ung mit o unb o'. 

2)a bte beiben @9Jlem# nad[^ bem ©tofie mit einanber in ^t^ 
rfilj^rung bleiben foHen, f^ ftnb bie SRormalgefcbwinbigfeiten in bem 
S5erulf)run9«<)unf te efinanber gkid^ , unb nwn ^at folglidS) nodj^ bie 

cdR cos » = o'R' cos »', 

fo baf man bie ®efd(^n>inbigfeiten co, g>^ unb bie tebenbige itraft 
nadE^ bem ®tofie befiimmen fann. 

SBenn wir ^n^d^ft für ben einfad()iien ^aU anm^mn, bafi 
bie @df)»erii>«n!t^ beiber ©pjiemc auf ben Slotationöarett liegen, 
baf o/ s^ o ift, unb ba|i bie Sietbungen nidtK in S3etrad()t gebogen 
werben; fo l^aben wir bie ®leidf)un9en : 

-X+Q=0 
P=0, 

K 
(g) — ©i) - =XRcosS 

= F 



©' — = — XR'cos»', 
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moratiö ftd^ ergibt/ wenn man % elimtntrt: 

K K' 

(o -^ ©o) — R'cosÄ' + o' - R cos 3 = 0, 
unb ba wRcos3 = o'R'cos^' ift; fo ftnbet man: 



a>-R'cos»'-a>o^R'cos3' + -F^i;7^ g 



worauf folgt: 



unb ebenfo fanbe man: 

KR«cos*;^+K'R»cos«;^ * 



G)' 



SBenn man ber Stm^t wegen Rcos^ = p, R'cos^' = p' 

felfet, fo l^at man: 

K+K'J- - K+K'^, 
wotaitö folgt, baf bte lebenbige Ätaft nadj) bem Stoße ifl: 

8Sor bem @tofie war biefelbe aber = ~^' "^^ folfili^ lö^^t P^ 

fidS) in bem 8Serl[)artnifre t)on K ju K+K' i^, b. ^. in bem 

5Berl[)dItniffe ber (ebcnbigen Ärafte gednbert/ weldj^e 
baö ftofienbe ©pftem unb bie betben t)ereini9tett ©p- 
fteme b^ben würben, wenn ba§ jweite burd) ba§ erfte 
gefubrt würbe. 

^er äSertufi an lebenbiger ^raft wirb au^gebrudt burd^: 
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2, • K+K'^^ 

unb berfelbe tJerJ)5lt ftcb fotgUcI^ ju bet lebenbtgen 
Äraft üor bem Stoße, wie bte lebenbige Äraft, »et 
4>e baS gejlofieneSpjiem If^aben würbe, wenn e^ burd& 
ba§ anbete gefulf^rt würbe, juber tebenbigen Äraft 
betber ©pjleme. 

SBenn m biefer aSorau^fefeung baö gejiofienc (S9Jiem gegen 
baS anbere/ woöon e$ fortbewegt wirb, eine geringere lebenbigc 

Äraft i)aben mufite; fo fJnnte K' -^ gegen K t)ernad()(dfitgt wer« 

ben, unb man i)atU für ben JBerlufl an lebenbiger Äraft ben 
3(udbru(f: 

aber atöbann w5re bie ®efc^)Winbigfeit, we((IE)e ba§ gepofiene ©p« 
ftem annel()men würbe , genau qUiä) oq ~ wal^renb ba^ anbere @9^ 

jlem nal^eju feine ©efd^winbigfeit a>o befbel^iette, unb in biefem 
galle ift alfo ber SSerlup an lebenbiger Äraft ber ^anjen (ebenbis 
gen Äraft gleidj), weld^e baö gejioßene ©pjiem anntmmt. 

SSJenn man ©'o nid^t =o gefegt l)axU, fo t)atte man gefun^ 
ben, bafi ber burcb ben ©toß t)erurfad()te SSerlujl an lebenbiger 
Äraft auögebrürft wirb iixxö): 



(o^'o-^off 



p'2 



ober: 



©er SSerluft an lebenbiger Äraft \>ext)aU ^d) aU 
fo ju ber lebenbigen Äraft be§ ftoßenben ©pfteme« 
t)or bem ©tofie, xoiz bie fingirte lebenbige Äraft, 
weld()e ba6 anbere ©pftem baben würbe/ wenn ed eine 
©ef^winbigfeit annal()me, weld^e bie 3Diffcrenj jwi* 
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fd^en bcr ifl, bic baffelfrt roitlUä) ^at unb jTOifd^en 
ber, xocld)t cd i)aben tvitie, wenn e§ t)on bem anbern 
®9lleme fortben>e^t iDurbe ju ber lebenbtgen itraft 
betber ©pjteme in biefer SorauSfefeung. 

SSenn K'p g^gen K felE)i: tiem ifti fb n>irb ber SSerbtft an 
Ubmbigct Jtraft na^eju atidgebrücft burc^ : 

b. l). berfelbc tfl ber Icbenbigen Äraft gleid^, »eld^e 
bftS @t>ftem mit ber fletnfen lebenbigen Araft l^a^ 
ben ipürbe, wenn ed eine ®efd)winbigfeit f)attt, tveU 
<^f bte 2)tfferfn) )n)tfcl(^en ber [einigen unb ber ®e^ 
fdf)n>inbi9feit ift, weld^e eö i)ahen würbe, wenn eö »öii 
bem anbern ©pjieme t)or bem ©tof e hzwe^t n>dre. 

XUe t)orber9elf)enben ©et.ra4)tnnAen über bie t>\xtd) ben Stoß 
toerurfacbten SJerlujie an lebenbiger Äröft in bem galle, wo man 
bie Steibnngen m6)t in 93etrad(^t ju jrel^en brandet/ fbib av^ auf 
fortrucfenbe ©pjieme anwenbbar, wenn man bie ©ewid^te ber 
Äorper für bie t)irtuetlen lebenbigen Ärdfte fe^t, weld)e wir aU 
Aoefffcienten angewanbt f)abtn, um bie SSerlufte ber lebenbigen 
Sttifte awdjubriiaen. 3n tnn allgemeinem %aUc, wo bie &d}wn^ 
pnnfu ber ©i^fleme ntd^t auf ben 25relf)ung6aren liegen, bie fl^d» 
bungen in S5etradS)t gejogen werben ttnb wieber wie im SorlS)er5 
gel()mben angenommen wirb, baf bie J^hxptt nadj) bem @tof e mit 
einanber in S3erül[)rung bleiben, mufi man bie t^ottftdnbigen ®teis 
d(>ungen (A), (B) anwenben. 

Die Sted()nungen werben aber faflf unottSful^rbar, wenn man 
bie üon ben 2Burjelgr6ßen ]f^errul[)renben @<^)Wierigfeiten nid^t be* 
feitigt, toa^ auf jwei t)erfi^iebene Hxten gefd)el^en fann, inbem 
man nimlid^ Q/ Q' fo beftimmt, aU wenn feine Sieibung ftatt 
fdnbe, bie gefunbenen a5Jertl[)e in biefe ®leic^)ungen fubpituirt unb 
bi^ 9led()nung wieberlf)olt, ober bie ?)oncelet'fd[^e 9J?etlS)obe_an- 
wenbet, wel^e barin b^ü)t, bafi man bie SBurselgr6|ie y p«+q« 
ndl()erungSweife burd^ ben linearen 2liiSbrudt aP + ^Q ober 
Prcosi}/ + QrsiiiT^ barfWlt, worin a, ^ ober r, -^ fo gewdl^lte 
Äonflanten ftnb, baß ber grJßte wa](>r^eintidf)e numerifdf)e gel^ler 
naä) einer vorläufigen S3eurt]^eitung ber ©renjen, jwifdf)en wel^^en 

ba« SerlS)dttnif 5 liegt, wo P unb Q abfolute Sal^lentoertl&e o^ne 

äd^tn ftnb, ein 9tinimum wirb. 
3Ctif biefe SJJeife finbet man: 
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ffit5>l, reo»4'=a=0,96, r«ln>^=^=040, Se^Ietij- 



^>2, 


0,98, 


0/23, 


1 
71 


^>3. 


0,99, 


0,16, 


1 
1S4 


l>i, 


0,99, 


0,12, 


1 

906 



SBir wollen nun biefc 3ttetl^obe auf ben Stoß bcr Säumen 
einer SBeUe gegen ben ^elm eines @d^miebe()ammerd anipenbeu/ 
tnbem wir annel&men/ baf jtdS) ber »Jammer t)or bem ©toße in 
StnU befinbet/ unb ber @(bwer^unft beS @9f emeS ber Säumen- 
welle in ber Srel&ungSare berfelben liegt, unb folglidf) feften: 

r(Pcos^+Qs5ö^)fur JTf^^Qi 

unb: 

r(P'eoft++Q'»»4')f6t O'M^)'*/ 

tnbem r, t)/ fo angenommen werben, bafii ber begangene ^elSiler in» 

p 
nerl^alb ber @ren)en iwifö^en xoü^e iai SSerl^ittnif r fallen 

tann, ein ÜRinimum wirb. 

3ur jBefftmmung ber {Bewegung möf be« @to{ie t^at man 
f&r bie Daumenwelle: 

f&t ben •Jammer: 



3 



ÄX+<r 



unb für beibe ®9fteme: 
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weidet flebra ®((i^ungen bte ffeben unbefannten @r&^en P, Q, 
V, Q!, X, a, o' bejlimmen. <S8 etgtbt jidS> barau«: 

(« - .,) l =5lR(cos»+/i sin»)+ ^r?^<p^^'^y) , 



9 ' 



— = — R' (cos S' — /; sin S') 

y i^fi2 -^~— (4' «n >).— )?'cos 4/) , 

unb wenn man fefet: 

i2=:Z'sinfA, unb 5'=7'cosfi, 

fo exf)liU man: 

(0^00)7- *^""^;sr^; vtw ^;^^7~' 

Sf cos fp, 1/ 1+/"'* * cos cpx 

'9 ' 

unb: 

oR cos 3 = o^' cos 3'. 

SBenn man >. jt»ifclE)en ben beiben etpen ©leidl^ungen eltminitt, fo 
befommt man: 



o'K' + ?/' p' n' /' o' sin (i)/ — ft) ~ 

y/psin(<y^t— 4^)— Rcos(S— 00 ViHFT^ Vl+J^ 
R'cos(^'+9Ji) Vl+r+^V'sin(93i-ij/)^VlTr' 

unb wenn man ben {metten SEI^eil biefer ©letd^ung ber^urje n^e- 
gen mit — a bejeicIE^net; fo eri^ilt man: 
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©K+ao>'[K' + »/'p'n'/'siii (^^^)]=lUt , 
unb: 

®R cos 3—0^' cos y = 0. 

Be^t man ebenfo jur abfurjung rf(p^WV = ß, fo fommt: 

Ko + a(K' + ^)o' = Kß)o/ 
Rcos ^.o— R' cos3'c)'=0, 

worauf folgt: 

KRcooCos^ 



0' = 



KR' cos d* +Ra (K' +/?) cos ;^ 

unb: 

KR'cooCQg^' 

KR'co8;y+Ra(K'+/?)co8^' 



ö = 



Um ben burdf) ben ©tofi t)crurfacbten SSeriujl an lebenbiger 
Äraft ju etlS)alten, braudf^t man nur ben 2fuöbrurf: 

2g 2^1 25f 

JU bered&nctt. ©ubftituirt man bte obigen SHJertbe in benfelben, 
fo ftnbet man: 

Ka>o* r R^cos^^+R'^cos^;»' -t 

^L [R'cos^'+^RcossJJ- 

SDBenn man bie Üuabrate ber SSröc^e f, fi unb f, weld&e bie 
SSerbaltniffe ber Steibungen ya ben bei bem @to{ie entftebenben 
£luantitdten S3en>egung in normaler Siic^tung au$bru(f eU/ t^ernadt)' 
(^ffid^; fi> ^tb^It man: 

VK ~ V KR'cos^' 

Statt ffir iebenÄ6r^)er bie ©teidj^ungen berÄequiöalenj ju nelf)^ 
men, f6nnte man eine eituige ®leidE)ung für ba§ ganje ©pftem 
nebmen^ meiere feiner itonftitution nacb bem @to{ie entf))ridbt/ unb 
bann Wefe Äequitjalenj burcb baö 9)rinct^) ber virtuellen ®ef[bn>tns 
bigfeiten auöbrudt en, inbem man für bie ©efcbwinbigfetten bie nacb 
bem ®tofe ^ait fiinbenben n^b^te. ^ie t)irtueaen SRomente ber 
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betben Stzibnvfim witen aU^ann offeKtot na^ SJerirld^tung aller 
Stebuftioncn üon ber Sorm Fcf/' gcwefen, wo F bie ©tdrfe ber 
Slcibung unb rf/" bie a;rennun369cfdS)tt)mbi9fcit ber S5erulS)rimg#* 
pixniU am @nbe be§ ©toßeS iji. 9l«tt iji aber Ux(i)t einjufeben, 
baß biefe ©ef^tDinbigfeit rff =ä ift, wenn bfr ?)unft worin ber 
©tofi ftatt finbet auf ber STOittelpunfteiinie liegt, unb baß biefe 
©ef^winbigfeit febr Hein ifl, wenn biefer ?)unft nur wenig öoa 
biefer ginie entfernt ift. 25enn ba aI6bann bie wirflieben ©efcb^in^ 
bigfeiten biefer fünfte biefelbe 9li(btung l)Cibtn, unb ibre Äom^^o^ 
nenten nacb ber gemeinfcbaftlicben 9iormaIe auf ben beiben JBerub^ 
rungöfldcben einanber gteicb jtnb, fo muffen fte felbft aucb einan- 
ber gleicb fein, unb fotglicb ift bie xelatm ©efcbwinbigfeit d/ ber 
beiben S3erübrung6punfte gleicb 9lull. 

3u bemfelben SRefultate würbe man burcb bie einzelnen ®lei- 
df)ungen gelangt fein, welcbe bie Äequiijalenj für jeben &hxpzt 
auöbrüdten, wenn man bemerft/ t)a^ in biefem galle bieSTOomente 
ber£luantitat ber ^Bewegung/ beren Komponenten 'K unb Ifi fmb, 
in ben beiben ^i^^cmen ber 9Äomentengleid)unjen ben ?)erpenbis 
fein P unb p' proportional ftnb, fo baß man btefe 5SRomente au§ 
ben aWomentengleicbunge» eliminirt, wie wenn bie ©lieber fi'K 
niö^t eripirten. 

66 gibt einen befonbern %aU, wo bie Quantitäten ber S5e^ 
wegung P' unb Q' Siull fmb, ndmlicb wenn bie Slicbtung ber wn 
"bem Stoße berrubrenben Quantität ^Bewegung burcb ben foge« 
nannten SRittelpunft be§ Stoßet gebt. SBir wollen biefe 
IBorauSfel^ung in ben t)orbergebenben ©Uicbungen, weld)e jtcb auf 
ben »Jammer bejieben, annebmen, unb bie Jloorbinatenaren fo an- 
ml^mm, baß bie 3tre ber n* bie Slicbtung ber 9iefult«nte auö % 
unb fiX ift. XlSbann baben wir, wenn wir bie Äon^)onettten bet 
bei bem Stoße auf bie äapfen wirfenben £luantitdten ber SSewe« 
gung einanber gleicb fe|en : 

-(«'-ß)'o)?j-5'=0. 

35ie jweite biefer ©leicbungen giebt |'=0, b. b- b er ©d^ weryttiift 
liegt in bem auf bie 9iidE)tung be§ Stoße« X'Ti+f^^ aefmtn 
9)erpenbifel, unb wenn mm alg baqfn b ie ©leicbung ber 9Romente 
bilbet, worauf baö ©lieb mit Vp'^+Q* »erf^winbet, fo b^t man: 

wo l ba* wn ber %x^ auf bie Wicbtung ber aiefultante WiT]^ 

SefiUte Derpenbifel bejetd()Ttet. 2Cuö biefer unb ber erften ber bei« 
en i9orl^ergel()enben ©leidt^ungen ergibt {t(^: 



Digitized 



by Google 



— 178 — 

wdf^i Üt <Sntf(rming ber BtttationS^xt \>m bet butd) ben Dunft/ 
n>otm bie BtmhtnnQ (latt fi'nbet/ ge^ettbeit gerabe ime tf/ be? 
ren !Ric^)tuna mit ber 9ltc^tu nfl ber burdj) ben @to|i l^ertocrgebrac^s 
ten Quantität ^Bewegung ^Vl+f,^ jitfimmcnfaKt. 

35er 9)unft, weld^er auf bcm burjc^ bcn ®d^n>erj)unf t beS ©9^ 
ftemeö gel^enben 9iabiu6t)e!tor in bet ©ntfernung / t)on ber ©re« 
kngSaye liegt, wirb ber ^ittelpnntt beS ©to^eö be« ©p^s 
ftemeS genannt, unb e§ fann einen fotd^en 9)itnft nur bann ge^*. 
ben, tt)enn ber ©dt)werpunft M ©pjlemeJ nid)t auf ber 2)re* 
feungSare liegt. SJ^nn K'i ba6 SlrSg^eitSraoment be^ ©pjiemej 
in ^ejie^ung auf eine burdf) feinen ®cl[)tt)erj)unft ge^jenbe unb ju 
ber 35rel&ung§are parallele 2C]ce beseidS^net, fo l^at man: 



K'=K'i +nv% fDlglic^: /=??' + 



K^ 
U'»? 



/„/ / 



woraus man fte()t, ba^ ber 5SRitt^l^)unft be« ©to^ß immer jen^ 
feit« be§ ©df)tt)erj)unfte6 liegt, unb berfelbe ift ber 35re()ung«aire 
am ndd^pen, wenn man l^at: 

2)aS aSorl[)erge]()enbe lißt ftd^ auf baö einrammen ber |)f5lS)le 
anwenben. @« bejetd)ne p ba« ®en)icl)t beg SRammflofeeS, p' ba§ 
be« einjurammenben ?>fal^le«, v© bie ®efc()tt)inbigfeit be§ Stamme 
ftofteS m bem Äugenblirfe, »0 berfelbe ben ?)fa^l erreicht unb v 
bie ©efc^winbigfeit beffelben Älofee6 am ©nbe be§ ©tofieS, unb 
enblid^ bejeidi^ne' R ben t)er4»berli«l?«n SBiberftanb be« ^fal)leö, 
»eldber wal^renb ber ganzen Sauer be« ginfenf en§ beffelben wirft. 
3unadf)jl wollen wir annelS)men, ba^ bie Äraft R wdbrenb ber 
Sauer beS ©tofieS be« SHammftol^e« gegen ben ?)fal&l bi§ ju bem 
Äugenblicfe, wo baS ©nbe beS ^fal^leS bie ®ef(i)winbigf eit beö 
9iämmflo^eS annimmt, nodS) nic^t gewirft ^abe, b. b. baß bie SSe^ 
wegung nodS) ni^t auf ba« 6nbe be« ^fa^le« fibertragen fei, unb 
baf, wenn biefe Bewegung übertragen ifl, audj^ ber ©tof uollenbet 
fei, fo ba| ber 9)fal^l bie ©efd^winbigfeit be« 8lammflo<|e§ ange^ 
nommen f)at Unter biefer 5Borau«fei|una ffnbet man, bafi ber 
9W «ttb ber Kammflofe nac^ bem ©tofe bie ®efc(>wtnbigfeit: 






P+P' 
tmb folglid^ bie kbenbige ittaft 
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l^aben. @oIl aber bjefc Icbenbige Äraft iuxd) bcn SBtberfianb R 
be« «oben« aufiei)oben werben, fo muß man l&aben: 



P+P' 29 J 



Bdx, 



wo Ar ba« glement beS üertifaten embrinaen« be§ 9)fable« in 
*bett äBoben bejeic^^net. SBenn H bie ganje ^6be au^btudt, \>on 
welcher ber SlammHo^ b^rabgefaHen unb n bie ^bi)e tjl, ixm 
wetd^e ber $fa^I emgefcblagen iji, alfo h=fdx\^ fo lS)at man 
na]()e}U/ wenn man annimmt, bafi ftd^ R n)d()renb be« Einbrin- 
gen« be« ?)fa]()le« nic^t merflic^ dnbert: 

^,H=yJ^Rcte = RA, 

woran« folgt: 

R = 



p^ H 

SBenn R bejio größer wirb, je tiefer ber ?)falS)l in ben JBoben 
einbringt, ober wenigften« fonjlant bleibt, unb Ri bejeic^net ben 
legten SBert^) oon R, welcher folglich ber gr6ßte ip; fo \)at man: 

fBdx= ober < RiA; 

alfo: 






Sn ber t)orl()ergebenben äSorau«fel^ung wdre atfo ber Sßiberftanb 
be« aSoben« am @nbe jebe« ©toße« wemgpen« bem 9)robufte 

»* H 

, , • j- gleidf), unb ber*$falS)l fJnnte mit einem burd^ biefe« 

§)robuft au«gebru(ften ©ewid^te belaftet werben, ol^ne tiefer in b^n 
©oben einjubringen. SBenn j. 33. ber SlammHofe 500 Äilogr. 
wiegt, unb t>on einer Ah1c}t t)on 4 9J?eter auf einen eidbenen ^fabl 
t)on 300 iCilogr. @ewtdbt fdUt, weldber bei iebem @dblage um 
0«»,004 eingetrieben wirb; fo ift R, > 312500 Äilogr. 2)iefe« 
fRefultat berubt aber auf einer Sorau«fel^ung, beren 9iidS>tig!eit nidj^t 
erwiefen unb fogar zweifelhaft ifi. Sßenn man alfo, um bie Unter:" 
fuc^ung nicbt ju befdS)rdnfen, annimmt, baf bie Äraft R wdbrenb 
ber S)auer be« @tofie« gewirft b<tt^ unb baf fJUdt bie biefer ^raft 
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entfprec^enbe £luantttit ber S3en^egung ffir bte £auer beS ®tof eS 
au^bräcft; fo M ntan: 

wotatiö folgt: 

^ _ pvQ—jndt 

Sie lebenbige £raft be^ @9flemed mä) bem ®tofiie tfi folglich : 

®icfc ©leid^ung würbe für Ri einen fleinern SBertlj), afö ber t>or^ 
l^^ergel&enbe geben; allem man i)at fein STOittel, ben SBertl[^ üonRi 
auö biefer Sletd^un^ abjuleiten/ inbeffen izi^t fte bodE^ n>entg{tenS/ 
bafii eö md()t t)ortl^etll()aft fein n>ärbe/ wenn man auf ben $fal^l 

t p' H 

eine größere ia% M it ' jj" wollte wirfen laffen, unb baf 

man biefe Saft in ber ^taxxi fogar fleiner nel()men mttfite. 
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